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ABSTRACT
The use of mathematical models for the study of infectious diseases provides a detailed analysis of

their propagation dynamics and impact over time, offering valuable nformation for decision-making.
In this work, an SIRS epidemic spatio-temporal model is investigated within a reaction-diffusion
system involving susceptible, infected and recovered individuals, with cross-diffusion. A nonlinear
incidence rate is applied in this model, determining the existence of a stable limit cycle that emerges
from a Hopf bifurcation. In addition, the effect of cross diffusion on the spatio-temporal evolution
of the spatially homogeneous periodic solution is analysed. Theoretical results suggest the existence

of spatio-temporal oscillatory patterns in the epidemiological model.
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RESUMEN
El estudio de enfermedades infecciosas mediante modelos matemaéticos permite analizar dindmica e

impacto de la propagacioén a lo largo del tiempo proporcionando informacién valiosa para la toma de
decisiones. En este trabajo se investiga un modelo epidémico SIRS espacio temporal en un sistema de
reaccién-difusién, con susceptibles,infectados y recuperados en el que se ha considerado difusividad
mixta. Una tasa de incidencia no-lineal es utilizada en este modelo, que determina la existencia
de un ciclo limite estable que emerge de una bifurcacién de Hopf. Posteriormente se analiza el
efecto que produce la difusividad mixta en la evolucion espacio temporal de una solucién periédica
espacialmente homogénea. Los resultados tedricos sugieren la existencia de patrones oscilatorios
espacio temporales en el modelo epidemiolégico en cuestion.
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1. INTRODUCTION

Los sistemas de reaccién-difusién (SRD) se han convertido en una herramienta fundamental para
representar y comprender la propagacién espacio-temporal de enfermedades infecciosas, por ejemplo,
se han construido modelos para la transmisién espacial de la rabia [29], la gripe [48], el cSlera [41, 46],
la malaria [45] , el dengue [40], entre otros trabajos [25, 27, 24, 17]. Los estudios acerca de soluciones
estables que no son homogéneas en el espacio, llamadas patrones, de los SRD, tienen una larga historia
que se remonta a los trabajos de Alan Turing [37], y contindan siendo un drea interesante y en constante
evolucién de la ciencia. Turing observo que la difusién puede tener un efecto desestabilizador cuando
se considera en sistemas en equilibrio estable con al menos dos sustancias reaccionantes, dando lugar
a nuevos equilibrios que resultan ser espacialmente heterogéneos. Este fenémeno de inestabilidad
debida a la difusién y que ahora lleva su nombre (Inestabilidad de Turing), ha sido esencial para
comprender una amplia gama de fenémenos naturales, desde la formacién de patrones identificativos
en la piel de animales hasta la distribucién de vegetacién en un ecosistema [25, 15, 34]. El trabajo
de Turing causé un gran impacto dando por sentando las bases para el estudio de la morfogénesis
y otros fenémenos emergentes en sistemas bioldgicos y quimicos. Durante varias décadas posteriores
al trabajo de Turing, la comunidad cientifica dedicada a esta temética ha desarrollado una variedad
de técnicas y métodos para analizar y simular estos fenémenos, lo que ha permitido descubrir una
amplia variedad de situaciones en las que se puede esperar una distribucién resultante heterogénea en
el espacio de las componentes del sistema [11, 10, 43, 13, 12, 19, 38]. La formacién de patrones puede
estar presente en los (SRD) que modelan la propagaciéon de enfermedades infecciosas. Es natural
asumir que las variables en el estudio de una epidemia puedan depender no solo del tiempo, sino
también de su locaciéon en una determinada regién espacial, y que la propagacién de la enfermedad
como consecuencia del desplazamiento aleatorio de esas clases se pueda representar como un proceso de
difusién. Los coeficientes de difusién son, en general, diferentes para cada una de las variables (clases).
En este trabajo, mediante la consideracién de la difusividad mixta vamos a estudiar no solo el efecto de
la difusién de cada una de las clases involucradas, a saber, susceptibles, infecciosos, recuperados, sino
en el hecho que los susceptibles tienden a desplazarse a lugares con baja concentracion de infectados.
Este enfoque permite una comprensién més profunda de los mecanismos subyacentes que regulan
la propagacién de ciertas enfermedades infecciosas y brinda herramientas valiosas para el disefio de
estrategias efectivas de control y prevencién [27, 42, 49]. El término reactivo del modelo, que incluye
la dindmica y la tasa de incidencia, es fundamental en el estudio de la transmisién de enfermedades
infecciosas. En este contexto, se puede representar mediante un modelo SIRS (susceptible-infectado-
recuperado-susceptible), cuya dindmica estd determinada en gran medida por la tasa de incidencia.
Esta tasa refleja la rapidez con la que se generan nuevos casos de la enfermedad en una poblacién
durante un periodo especifico. Esta tasa es crucial para modelar la propagacién de enfermedades
infecciosas. Los trabajos [4, 16, 47, 39, 26] respaldan la importancia de esta consideracién. La ley de
accion de masas:

g(D)S = rS(t)I(t), (1.1)

donde S(t) e I(t) son las densidades de individuos susceptibles e infecciosos en el tiempo ¢ y la

constante k es la probabilidad de transmisiéon por contacto, es un ejemplo estandar de esta interaccién.
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En los modelos epidemiolégicos se destacan los estados de equilibrio endémicos, que son puntos de
equlibrio estable en el espacio de fases, de modo que se espera que la cantidad de infecciosos no varie
significativamente en el tiempo cuando el sistema evoluciona cerca de ellos. Los puntos de equilibrio
endémico muestran que una densidad de poblacién de infecciosos no nula puede mantenerse sin que se
desarrolle la epidemia. Como veremos en nuestro caso de estudio, estos puntos de equilibrio endémico
pueden dar lugar a epidemias cuando se desestabilizan como consecuencia de alguna variacién de
los pardmetros que se consideran en el sistema. Cuando la tasa de incidencia es como en (1.1), suele
observarse un tnico punto de equilibrio endémico espacialmente homogéneo, y la dindmica del sistema
no exhibe soluciones periddicas. Se han estudiado tasas de incidencia diferentes a la formulada en (1.1)
en dependencia de la forma de contagio de la enfermedad. En este sentido se destacan los trabajos
de Capasso et al. [7] y Capasso-Serio [8], donde se introduce una generalizacién del modelo temporal
de Kermack-McKendrick. Estas extensiones buscan capturar con mayor precisién la complejidad
de la propagacién de enfermedades infecciosas, ofreciendo nuevas perspectivas para el andlisis y la

simulacién de epidemias como se muestra a continuacion:

S =—g(I)S,
I=g(I)S—~I, t>0 (1.2)
R =1,

donde la funcién g(I) representa el efecto que tiene el nimero de individuos infectados (I) en la tasa de
transmisién de la enfermedad. La eleccién de g(I) se determina siguiendo las condiciones propuestas

por Capasso-Serio [8]:

(Ha) VIER; 1 g(I) 20

(H2) 9(0) = 0.

(H3) e e R/ {0} tal que VI € Ry : g() < c.

(Hy) ¢'(I) : Ry —R, existe y es acotada, ¢’'(0) > 0, g(I) < ¢’(0)1.

Bajo las condiciones (#H1)-(H4), la funcién g(I) es utilizada en multiples publicaciones citadas en la
literatura de nuestro trabajo ( Liu et al. [20], Ruan-Wang [30], Alexander-Moghadas [3, 5], Xiao-Ruan
[44], Derrick-Driessche [9], Hu et al. [14], Pathak et al. [31]), Ruan et. al. [21],Lu et. al [22] Ajbar
et al. [1, 2], entre otros.) En los trabajos mencionados, se utiliza en cada modelo una funcién de

incidencia no-lineal que responde a la siguiente formulacion:

_ kI
T 14 all’

g(I) (1.3)

donde xI' mide la fuerza de infeccién de la enfermedad, 1/(1 4+ al”) describe el efecto inhibidor del
cambio de comportamiento de los individuos susceptibles cuando aumenta el nimero de infecciosos,
los pardmetros [, h, kK y « son constantes positivas. Si en (1.3) tenemos que | = h = 2, entonces los
modelos con esta funcién de incidencia se destacan en su dindmica por la existencia de a lo sumo dos

puntos de equilibrios endémicos y de soluciones periédicas que aparecen a través de una bifurcacién
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de Hopf. Basado en la discusiéon anterior, en esta investigacion se analiza un modelo SIRS espacio
temporal con una tasa de incidencia saturada de tipo masa-accién con interaccién no lineal de la

siguiente forma:
kI?
I —_ —
9D =1rap

de modo que esta funcién de incidencia es creciente, pero acotada superiormente, y asi se espera que

(1.4)

represente el comportamiento de los suceptibles cuando evitan méas el contagio ante el aumento de
la poblacién de infecciosos, bien sea por vacunaciéon o por otras formas de evitar el contagio. La
organizacién de este trabajo es la siguiente. En la seccién (2.), se presenta un modelo epidémico
SIRS mediante un sistema de reaccién-difusion con difusividad mixta . En la seccién (3.), se analiza
los puntos de equilibrios y la estabilidad del sistema asi como la existencia de soluciones periédicas
que emergen de una bifurcacién de Hopf. En seccién (4.) se estudia el efecto de la difusividad mixta
que ejerce sobre una solucién periddica estable espacialmente homogénea. En la seccién (5.), se
discute algunas simulaciones numéricas que permite evaluar el comportamiento y la propagacién de
la enfermedad en dreas de estudio y subgrupos de poblacién especificos. Por tltimo en la seccién (6.)

se dan las conclusiones del trabajo y una proyeccion futura de la problematica tratada.

2. FORMULACION MATEMATICA E INTERPRETACION DEL MODELO

Motivado por el trabajo de Ricard-Mischler [28] y siguiendo los resultados de Tang et. al. [36], Ruan-
Wang [30] y Sun et. al. [35] estudiaremos el siguiente modelo SIRS espacio temporal con difusividad

mixta:

95 = DsAS + DAL +b— 68 — £05 4 UR, (2,y) € Q, ¢ >0,

5 = DIAL+ 55 — (5491, (x,y) €Q, >0,

9% — DrRAR+~I — (5 + V)R, (z,y) € Q, t >0,

98 = 9l = 9k — |, (z,y) €09, t >0, (2.1)
S(z,y,0) = So(z,y),

I(z,y,0) = Ip(z,y),

R(x,y,0) = Ro(z,y) (z,5) € Q.

En el modelo (2.1), S(x,y,t), I(x,y,t) y R(x,y,t) denotan las densidades de individuos susceptibles,
infectados y recuperados respectivamente, en un tiempo ¢ y la posicién (z,y) en un dominio acotado
Q C R?, con una frontera suave 99, A es el operador usual de Laplace ( A = 88—; + 33—:2 ). Los
coeficientes difusivos Dg, Dy, Dr son positivos, mientras que el coeficiente difusivo mixto D, puede
ser positivo, negativo o cero. Si en el sistema (2.1) tenemos que el coeficiente D es positivo, entonces
describe el movimiento de los individuos susceptibles a bajas concentraciones de individuos infectados.
Cuando este coeficiente D es negativo denota entonces que los susceptibles tienden a la difusién hacia
altas concentraciones de individuos infectados. En nuestro trabajo se considera a D positivo con el
objetivo de describir la tendencia de los individuos susceptibles a evitar las zonas de altas densidades

de individuos infectados. Las condiciones de flujo cero en la frontera implican que la poblacién
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estd confinada en el drea de estudio, lo que significa que los individuos no pueden entrar o salir
de la regién considerada. Esto permite analizar la dindmica de la enfermedad dentro de la region,
considerando que no hay flujos de individuos entre diferentes regiones. En los términos reactivos del
sistema (2.1), los pardmetros se definen de la siguiente manera: b representa la tasa de reincorporacién
de la poblacién, § denota la tasa de mortalidad natural de la poblacién, v representa la razén de
recuperacién de los individuos infectados, y v indica la proporcién de individuos recuperados que
pierden la inmunidad y retornan a la clase de los susceptibles. También se asume en el modelo (2.1)
que para todo & = (z,y) € Qy t > 0, se cumple que S(&,t) +1(,t) + R(E,t) = % = Ny. Por lo tanto,

es necesario que se cumpla:

AS + AT + AR
DsAS + (D + Dy)AI + DrRAR

T

o o
~ o~
O
R
)
SN— S~—

Si en el sistema (2.2) se verifica que DS — (D + DI) # 0, entonces podemos restringir el modelo (2.1)

al plano OIR con difusividad mixta de la siguiente manera:

9 = DAL+ 5L (No — I — R) — (8 + )1, (z,y) €Q, t >0,

9% _ (Dg— D — D;)AI + DsAR +~I — (6 + V)R, (z,y) € Q, t >0,

Ge=5=0, (z,y) € 00, t > 0, (2.3)
I(z,y,0) = Io(z,y),

R(z,y,0) = Ro(z,y) (z,y) €Q.

En el sistema (2.3), se presupone que el coeficiente difusivo mixto Dg — D — Dy es positivo (Dg > D+
Dy). Esto implica que los individuos recuperados evitan su difusién hacia dreas con altas densidades

de personas infectadas.

3. ANALISIS DE ESTABILIDAD Y CICLO LIMITE

Las soluciones estacionarias espacialmente homogéneas asociadas al sistema (2.3) se derivan del si-

guiente modelo sin difusién:

I — _&I* (Ng—T—R)—(§+y), t>0,

dt — 1+al?

dR

@t — ] — (6 + V)R, t>0,

=11 —(+v) (3.1)

1(0) = Iy,

R(0) = Ry.
Reescalemos el sistema (3.1) utilizando las nuevas variables:

~ K ~ = .
y parametros:
a(d+v) K o d+7
51 P 5 0( (6+I/)>7 /82 5+l/’ m §+I/ ( )
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A continuacién, retomaremos las variables originales del sistema (I, R,t) en lugar de (f, E, 7') y

asumiendo que (1, B2, A y m son pardametros positivos, entonces se obtiene el siguiente sistema:

Al — _I* (A—]—R)—ml, t>0,

@ = AT
dr_ R £>0, 5
1(0) = Io,

R(0) = Ry,

Los resultados y demostraciones sobre la estabilidad del sistema (3.4) se encuentran en los trabajos de
Ruan-Wang [30] y T. Tang et al. [36]. El sistema (3.4) posee a lo sumo tres soluciones estacionarias

espacialmente homogéneas si los pardmetros del sistema cumplen las siguientes condiciones:

i) Si A% < 4m(Bim + B2 + 1) el sistema (3.4) solo tiene una solucién estacionaria espacialmente

homogéneas en el punto Py = (0,0), que implica la no existencia de enfermedades infecciosas.

ii) Si A2 > 4m(Bim + B2 + 1) el sistema (3.4) tiene tres soluciones estacionarias espacialmente

homogéneas:
Py = (0,0), (3.5a)
A— /A2 —dm(Bim + Ba + 1)
P = (ILR), I = , B2I1 = Ry, 3.5b
1 ( 1 1) 1 2(61m+ﬁ2 + 1) ﬂQ 1 1 ( )
A+ A2 —4dm(Bym + P2 + 1
P o= (R, =21V Gim 52 t1) 51, = Ry, (3.50)

2(Bim + Ba + 1)
Una de ellas, denotada como Py, representa la ausencia de enfermedades infecciosas, mientras

que las otras dos, P; y P», simbolizan la presencia de equilibrios endémicos.

iii) Si A% = 4m(B1m + B2 + 1) se tiene dos soluciones estacionarias espacialmente homogéneas, una

B2 A )

libre de enfermedad en Py y Py, P> coinciden en el punto Fy = (2( ﬂlmﬁ BT BT

Teorema 3..1 (Ver [36] pags. 624-626) Para cualquier conjunto de pardmetros positivos B1, A, Po
y m, la solucion estacionaria espacialmente homogénea Py representa un punto de equilibrio libre de

enfermedad para el sistema (3.4), y ademds, siempre constituye un nodo asintdticamente estable.

Sea:

un pardmetro umbral para la constante A del sistema (3.4) entonces:

Proposicién 3..1 Si se cumple que A% = A3 = 4m(Bim + B2 + 1), entonces el punto Ey puede ser

clasificado como un punto de silla si 8, # %

Es importante destacar que el punto Eg es considerado un nodo degenerado debido a que la matriz

, 0 como un bucle homoclinico en caso contrario.

jacobiana de la linealizacidn del sistema (3.4) tiene determinante igual a cero.

Proposicién 3..2 Si A% > A2, entonces el punto P, = (I, Ry) es siempre un punto de silla. Esto
se puede verificar observando que la linealizacion del sistema (3.4) en el punto Py tiene una matriz

jacobiana con valores propios de signos contrarios.
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Como Py = (I, Ry) es el tnico punto que bajo ciertas condiciones es endémico y con infecciosos

presentes, nos enfocaremos en lo que sigue en el analisis de estabilidad dicho punto.

Proposicién 3..3 Sea el sistema descrito en (3.4). Si los pardmetros del sistema se encuentran

dentro de la region:

2

2mpPr+1 o o (mPa+2m—1— Py +2m?p)
Y=< (A,m,pb, m > 1, > — - A=Al = , (3.7
{( T S EATES RS TR R
entonces la linealizacion del sistema en el punto Py = (I, B212) tiene un par de walores propios

complejos conjugados.

En dependencia del signo de la parte real de los valores propios mencionados el punto serd un foco

estable cuando es negativa, o un foco inestable cuando ésta es positiva.

Proposicién 3..4 Bifurcacion de Hopf [ Ver Lema 2.2 en [36] pdg. 625] Sea:
p=48m (m® +2) + By (4 + 2m + 482 — 6mPBs +6m” + 2m*Bs) + (1+2m — fo(m — 1)) . (3.8)

Supongamos que se cumplen las condiciones del conjunto % en el punto Py. Sip < 0, A? < A2
entonces existe un ciclo limite estable que emerge de una bifurcacion de Hopf supercritica en la parte
reactiva del sistema (3.4) y punto Py es un foco inestable. Por otro lado, si p > 0, A% > A% entonces
existe un ciclo limite inestable que emergen en éste caso de una bifurcacion de Hopf subcritica y el
punto Py es un foco estable. Cuando p =0, la bifurcacion de Hopf es degenerada y de codimension dos
y surgen como mdzximo dos ciclos limites. Ademds el punto Py es siempre inestable y el ciclo limite

exterior también lo es, pero el ciclo interior (si aparece) es estable.

La proposicién anterior muestra que el punto P, puede desestabilizarse ante una variacién de los
parametros, pero que esta desestabilizacién mantiene el endemismo de ese equilibrio ya que ahora esta

rodeado por un ciclo limite estable.

3.1. Ciclo limite

En este subepigrafe, presentaremos un desarrollo asintético del ciclo limite estable que surge de la BH
cuando los parametros del sistema (3.4) satisfacen las condiciones de la Proposicién 3..4. Para obtener
estos resultados, se ha seguido el procedimiento descrito en Ricard-Mischler [28] (Proposicién 1, pégs.
477-480). En primer lugar, consideremos el siguiente espacio uniparamétrico en el que solo hay un
parametro libre, que en este caso es B2. Fijaremos los pardmetros m = mg y 31 = (10 respectivamente,

lo que resulta en el siguiente conjunto:

<\ 2
(m@ YoM —1— fat 2m251)

S = ¢ (A s B B2) | A%(B2) < A2(Br) = ~———— . (39)
(m—1) (ﬁ1(m +1)+ 1)
Si sustituimos en el sistema (3.4) las siguientes expresiones:
H = I+1D, (3.10)
Hy = R+ Boly, (3.11)
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donde:

S AU) +\/42(5) — 4 (Bri + P+ 1)
o 2By + By + 1) '

Entonces, al realizar un desarrollo de Taylor alrededor del punto ﬁz = (fg, ﬂgfg), obtenemos el siguiente

(3.12)

resultado:
H, = a10H, + apyHy + a1y Hy Hy + a9y H2Hy + aso H? + a3y HY Hy + aq Hi Hy+
+ Ry (Hy, Ha),
Hy = bioHy + boy Ha + by Hi Ha + bor HY Hy + bso H} + by HY Hy + by HY Hy+
+Raoo (Hy, Ha)

(3.13)

donde el restos de los coeficientes a;;, b;; se definen a continuacién:

12 21,
aio, apl = —=—""» all = 2>
pils +1 (ﬁljg + 1)
(331]22 - 1) (431-72 - 4551‘23)
agn = —5, a3 = — > 41,
(ﬁlfg + 1) (51122 + 1)
bio = o, bo1 = —1, b1 =0,
bay = 0, b31 =0, by =0,

I <_EIA(/82)122 + A(B2) + I (31/32122 - 2) - 5212)

aip =

- 2 ’
(51[22 + 1)
(Br + 5831 — 108213
aq1 = = 5 .
(51122 + 1)
o — AABIS — AAB Ty — B3 (4B + 1) 14 + 251 (282 + 3)13 — 1
30 — Y 1
(51122 + 1)

Finalmente el término §10 representa productos H; Hy con potencias de al menos grado seis y ]/%20 =0.
El componente lineal del sistema (3.13) queda determinado por la matriz jacobiana en el punto ]32, la

cual se expresa de la siguiente manera:

aio  ao1
Js = . 3.14
P, ( 5, 1 ) (3.14)
En este caso, la traza y el determinante de J P2 se calculan como:
7 = Tr(Jp) =an-1, (3.15a)
5[32 = Det <J§2> = —aio — /82(110, (315b)
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Procederemos a implementar la metodologia propuesta por Ricard-Mischler [28], que nos propor-
cionard obtener desarrollo asintético del ciclo limite. Con esta meta, vamos a transformar el sistema

(3.13) mediante la aplicacién del siguiente un cambio de variable:

() ()5 9) ()

En este punto, la integracién del sistema (3.13) puede simplificarse a una ecuacién diferencial de

segundo orden con respecto a la variable z. Esto se puede lograr de la siguiente manera:

(Fa)()-Crm) (i 2) () el (2))
o(m(2)) ()

g11(z,2) = <a11(z +2)z+ a—221(z +2)%2 4 6%1(2 + 232+ aii(z + 2)4,2) + Ry (3.17)
62 /82 62 62

Como resultado final, obtenemos:

() () ) )0
() ()0 (uh)

Si nos enfocamos en la segunda componente de la expresién anterior, obtenemos lo siguiente:

Z— Tﬂ22} + 6522 = G(Z,Z), (318)
G(z,2) = Pagui(z2) (3.19)
Sea :
TV = 7, (3.20a)
s=w? = dp,, (3.20b)
2(t) = 73(), (3.20c)

Entonces la ecuacién (3.18) se puede interpretar como un oscilador débil en su forma normal.
o 1/2 2. _ 1/2 .. 1/2
=T/ Ct+wc=r1 G(c,c,r ) (3.21)

Cada ciclo limite de (3.4) corresponde a una solucién periddica de la ecuacién (3.21) y viceversa. El

siguiente paso es obtener una expansién asintética de la solucién de (3.21) utilizando el método de
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promediacién propuesto por Krylov-Bogoliubov [6] y Sanders et al. [32], respectivamente. Con este

fin, se introducen nuevas variables:

r=r(t), (amplitud) y 6 =6(t) (fase) :

¢ = rcos(wt+6),
¢ = —rwsen(wt+ 0),
¢ = wt+6,

y se obtienen las ecuaciones promediadas correspondientes.
2
1 us

r=—— sin ¢ {—To.) rsing +eG (r €OS ¢, —7Tw sin ¢; 71/2)} do,

2rw Jo

1
2mwr

. 2
0= / cos ¢ {77‘(.0 rsing 4+ /2@ (r €oS ¢, —rw sin ¢;Tl/2)} do,
0

Al seguir el procedimiento, obtenemos:

o= g (P,
6 = q(r;7'/?),
donde:
71/2 2m
p(r;71/2) = — sen¢g G(r cos ¢, —rwseng; 71/2)d¢,
Twr Jo
F1/2 p2m
q(r;Tl/Q) e / cos ¢ G(r cos ¢, —rwseng; 7'1/2)d¢.
2nwr Jo
Al aplicar los resultados anteriores a la ecuacién (3.21), se llega a la conclusién de que:
p(r; 7'1/2) = pyrw?r? 4 opertetr? 4+,
q(r; 7% = gertwr!? gttt 4
donde:
» 2a31 2 + 3azo (w? + 1)
I
453
. 2ag (w2 +1)
5 = s,
453
_ 26@16% (UJ2 + 3) + 6asp 2 (w2 + 1)
= 1653w ’
~ag (w4 6w? 4 5)
q5 = 165§’w )
aTQ\I = —a2i,
a/?)\o = —asp,
a1 = —agq
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(3.23)
(3.24)
(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28a)
(3.28b)

(3.29)

(3.30)

(3.31a)
(3.31b)

(3.32a)
(3.32b)
(3.32¢)

(3.32d

(3.32¢
(3.32f

)
)
)
(3.32g)



Los términos pos41 se denominan coeficientes de Hopf de orden s. Si p3 # 0, entonces la bifurcacién de

Hopf es no degenerada. A partir de las ecuaciones (3.28), podemos obtener la amplitud y la velocidad

angular de las oscilaciones, respectivamente.

1
7“3 = ma p3 # 0,
q(r%;rl/Q) = qgrngl/Q,
o(t) = a(rd;7"/*)t.

(3.33a)

(3.33h)
(3.33¢)

Si retrocedemos en las sustituciones indicadas en (3.20c) y (3.16), obtendremos el desarrollo asintético

para la solucién periédica de la ecuacion (3.18), lo cual es equivalente a obtener un desarrollo asintético

para la solucién periédica espacialmente homogénea correspondiente al sistema (2.3).

G(t) = (T(t)vﬁ(t)) )
donde:

I(t) = I+ Li(H)7?+0(7),
R(t) = Ro+ Ry(t)m/?+0(1).

En las ecuaciones (3.35), se establece que (Iy, Ry) = (12, f213). Ademds, se tiene que:

( L (?) ) = ol ? ( cos(wt) ) , W :w+q(ro;T1/2),

Roo(t) —wsen(wt)
resultando finalmente:

( I(t) ) _ ( I, + % (cos(wt) + sen(wt)) 71/2 + O(7) )
R BaIy + 1o cos(wt)T/? + O(7) )

donde los coeficientes a;; estan dados en (3.13).

3.2. Un ciclo limite para el modelo SIRS

(3.34)

(3.35a)
(3.35b)

(3.36)

(3.37)

A continuacion, se presenta un desarrollo asintético del ciclo limite a partir de un conjunto especifico

de pardmetros, como se describe en [36]. Este andlisis considera los resultados de las Proposiciones

(3..3)-(3..4) y las ecuaciones de (3.32).

Sea:

(0.1;15,3;21.99; 21.5; —9.28) € 5 ;

(Bus Ba3 s Acl(B2); A(B2)s 1)

Py = (I, BoI,) = (1.16;17.40);
/2 = 0.32;
f=w? = 16.70;
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De la expresién (3.37) se obtiene:

I(t) \ [ 1.16+0.05 (cos(4.38t) + sen(4.38t)) 71/2 4+ O(r) (3.30)
R 17.40 4 0.86 cos(4.38t) 71/2 + O(7) ’ '
Como este ciclo limite es orbitalmente asintéticamente estable, las érbitas del sistema (3.4) existen y
estan acotadas para todo ¢ > 0. En la préxima seccién, examinaremos las condiciones que deben de
cumplir los pardmetros del sistema (2.3) que aseguren la existencia de soluciones periédicas espacial-

mente no-homogéneas.

4. EFECTO DE LA DIFUSIVIDAD MIXTA EN LA INESTABILIDAD DEL CICLO
LIMITE

Los resultados presentados en esta seccién se fundamentan en investigaciones previas realizadas por
Ricard-Mischler [28], Lacitignola et. al. [18], asi como Sarria-Gonzdlez et. al. [33]. Nuestro objetivo es
establecer condiciones en el espacio de pardmetros que aseguren la presencia de inestabilidades difusivas
en el ciclo limite (©(t)). En otras palabras, se estudia cémo influyen los coeficientes difusivos sobre el
comportamiento de la solucién periddica espacialmente homogénea. En el articulo de Ricard-Mischler
[28], se establece la existencia de dos formas en las que el ciclo limite puede generar inestabilidades

de Turing, las cuales se definen como:
i) Inestabilidades “débiles”de Turing-Hopf.
ii) Inestabilidades “fuertes ”de Turing-Hopf.

Las inestabilidades “débiles”se caracterizan por patrones estacionarios no homogéneos que son domi-
nantes y sobre los cuales pueden superponerse oscilaciones ligeramente peridédicas en el tiempo, exhi-
biendo la misma frecuencia que el ciclo limite. Por el contrario, las inestabilidades “fuertes ”se carac-
terizan por un cambio intermitente entre patrones no homogéneos y sus contrapartes. En este caso,
los patrones espaciales oscilantes y el ciclo limite muestran frecuencias distintas. El procedimiento de
Ricard-Mischler para estos tipos de inestabilidad difusiva analiza primeramente la estabilidad lineal
de la solucion periddica espacialmente homogénea.

Sea:
o(t) = (T(t),ﬁ(t)) , (4.1)

una solucién periédica espacialmente homogénea para el sistema (2.3) que emerge de una bifurcacién
de Hopf supercritica en el punto P». Si denotando por letras minusculas las correspondientes pertur-

baciones en la variable temporal para las funciones (I(x,y,t), R(z,y,t)) entonces:
I(w,y,t) = I(t) +i(z,y,t); R(z,y,t) = R(t) + T(z,y,1). (4.2)

Al sustituir la expresién (4.2) en (2.3) y realizar la linealizacién, se obtiene un sistema con coeficientes

periddicos que gobiernan las perturbaciones (7(z,y,t)):

%—f =DAZ+Jo(t) Z, (4.3)
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donde Z (x,y,t) es un vector columna con componentes i(x,y,t) y 7(x,y,t) respectivamente,

~ D
D= ! 0. (4.4)
Ds—D-D; Dg

Al sustituir las ecuaciones (3.35a) y (3.35a) en la matriz jacobiana Jg(t), se obtiene:
J@ (t) = Jﬁ2 +Tl/2 J1/2 (t) +O(T), (45)

donde J/; (t) es una matriz periédica y Jp, = (jmn) es la jacobiana en el punto estacionario Ps.
Se plantea una solucién para el sistema linealizado a través de un desarrollo asintético en relacion al
pardmetro pequeiio 7/2 y las funciones incégnitas Z0 y Z1, respectivamente ( Ricard-Mischler [28],
pag. 484).

Z (z,y,t) = Zo (,y,t) + 7122y (x,y,t) + O (7). (4.6)

Al reemplazar la ecuacién (4.6) en el sistema (4.3), obtenemos una jerarquia de ecuaciones que deter-

minan las funciones desconocidas Zy y Z; respectivamente.

VA ~
9% _ p AZy + JZy, (4.7)
ot
Y YA
aTl =D AZy + JZy + J1s(t) Zg (4.8)

Las funciones Zy y Z1, soluciones de las ecuaciones (4.7)-(4.8), respectivamente, satisfacen condiciones
de Neumann en la frontera. Dado que Zy puede desarrollarse en una serie de Taylor, la solucién para

el sistema (4.3) puede representarse de la siguiente manera:

Z(x,y,t) = exp(ct)Us(z,y) {1+0(71/2)}T. (4.9)

Al sustituir la parte principal del desarrollo asintético (4.9) en el sistema (4.3) se puede verificar en-
tonces que Ug(z,y), A\x (k € N) son autofunciones y autovalores espaciales respectivamente, asociados
al operador de Laplace (—A) con condiciones de Neumann en la frontera 0f2. Los autovalores o para

la parte temporal en (4.9), son soluciones de la siguiente ecuacién caracteristica:

Jp, =MD — 0lza| =0, (4.10)

esto quiere decir que ¢ es un autovalor de la matriz J — )\kﬁ y T en (4.9) es un autovector asociado
a 0. Las raices de la ecuacién (4.10) son:

it

B E— (4.11)

012 =

donde 77, é7 son la traza y el determinante de la matriz Ey = J B, — /\kﬁ respectivamente:

~ awp  aol | Dy 0
Jﬁz — MDD = [( B -1 ) Ak( (Ds—D—Dy) Ds )], (4.12)

T =a190— 1 — A\ (D[—I—DS), (413)
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57 = D1DsAi + (a10Ds — ao1(Ds — D — D) — Dy) A — a1o — a1 B, (4.14)
En lo que sigue del trabajo vamos asumir el dominio espacial Q = [0, L,] % [0, L,], tal que L, > L,. El
ndmero k es k = (ky, ky), las autofunciones en (4.9) son entonces Uy (z,y) = cos(kyz) cos(kyy) donde

L,
i resulta ser \x = |k|?, por tanto el menor autovalor espacial sera:

ke = 7%, k, = 7= respectivamente y m,n € N. Por dltimo el valor propio espacial correspondiente
v

7T2

Ak = A,0) = Iz (4.15)
z

Definicién 4..1 (Ver Ricard-Mischler [28]) Si en el punto Py en el sistema (2.3) admite una

bifurcacién de Hopf supercritica para ciertos valores de los pardmetros (A, m,p,q) € ¥ que satisfacen

la Proposicion (3..4) y0 < 13, < 1, entonces, las inestabilidades de Turing-Hopf generadas por el ciclo

limite surgen si Re(o) > 0. Llamaremos a estas inestabilidades “débiles”de Turing-Hopf si existe al

menos una raiz real o > 0. Si las raices son complejas conjugadas, es decir, o = o, * i0;, entonces

las llamaremos inestabilidades “fuertes ”de Turing-Hopf

Proposicién 4..1 Sea A\ un autovalor espacial positivo. Supongamos ademds la existencia de una
bifurcacion de Hopf supercritica en el punto Py donde (A,m,p,q) cumplen las condiciones de la
Proposicidn (3..4) . Sitr <0 y dr < 0 entonces aparecen Inestabilidades “débiles”de Turing-Hopf.
Si mr > 0 las inestabilidades de Turing-Hopf aparecen y éstas son “débiles”si 74 — 461 > 0 mientras

que ellas son “fuertes ”si 7'% — 467 <0

Nota 4..1 Para inestabilidades “fuertes ”de Turing-Hopf representariamos el patron oscilatorio por
cos(o;t)Ug(z,y) en (4.9) donde Uy, es una funcion propia del operador de Laplace, y la frecuencia de
oscilacion es igual a o; = /74 — 407 y que difiere de la frecuencia del ciclo limite.

Si analizamos la expresién:
T% — 467 = (D[ — Ds)Q)\i + (4a01(DS - D — D[) + 2(&10 + 1)(D[ — Ds)) Ak + 4ag1 B2 + (am + 1)27

y consideramos el caso Dy = Dg y 70 > 0 tenemos entonces:

72-45<0
77 — 40p = —dag; Dy + 4ap1 B2 + (a10 + 1)?, ag1 <0, D > 0. (4.16)
Podemos concluir que:
3 — 467 < 0 & dag1 D < — (12 — 40) , (4.17)

para algin valor de A > 0, es decir que aparecen Inestabilidades “fuertes ”de Turing-Hopf si se
cumple la condicién en (4.17), donde 7 = T'r (Jlg2> y & = Det (Jg) son la traza y el determinante
de J B, respectivamente.

Para caracterizar mejor la inestabilidad de Turing-Hopf, vamos a expresar las expresiones 7 y dr de

la Proposicién (4..1) en términos del dominio §2, asi obtenemos:

2 (D[ +D5)

TT§O<:>L§S PP

, (4.18)
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donde 0 <ajp—1<1ly
57 (A\k) <0< DyDsA? — (a10Ds — ap1(Ds — D — D) — D) A\p +6 < 0, (4.19)

donde § = —ajg — ag1f2 > 0, los valores positivos de \? = 2—2 para los cuales o7 (Ag) < 0, estdn

localizados en el intervalo abierto A; = JA_, A\;[ donde d7(Ax) = 0, estos son:

+/02 -4
Ay = 2 E VO Abbe (4.20)

2bg
donde:
bo = D;Dg >0, (4.21)
by = aloDs—CLOl(Ds—D—D])—D[>O<:>7a01(Ds—D—D]) > a10Dgs — Dy (4.22)
by = 0>0, (4.23)

Ademds debe de cumplirme que o7 (Amin) < 0, donde Ay, es la raiz de la ecuacién déﬁiik) = 0. Para

la expresion (73 — 467) [Ax]:
(D; — Dg)*\2 4 (4ap1(Dg — D — D) 4 2(ayo + 1)(D; — Dg)) Mg 4 4ao1 B2 + (a10 + 1), (4.24)

que tiene las siguientes raices en la variable Ag:

e /&4
Ay = AT VAT R0 (4.25)

200
donde:
co = (D;r—Dg)?>0, (4.26)
C1 = (40401(DS —D — D[) + 2((110 + 1)(D[ — Ds)) 5 (427)
ca = 4dapi P2+ (a0 +1)* <0, (4.28)
como ¢ < 0, se tiene el siguiente intervalo abierto:
s = (4.29)

2 _

unido a la condicién (TT 45T) [Ak] < 0, independientemente del signo de ¢;. En el caso que:

(4a01(Ds — D — Dy) + 2(ayo + 1)(D; — Dg))?
(Tr]% — 45']‘) [)\mln] = — 2(DI — DS)2 —+ 4@01ﬂ2 =+ (aw + 1)2 < 0.

Entonces se tiene:
. 74(101(DS —D— D[) + 2(&10 + 1)(D[ - Ds)

)\min - ’
2(Dy — Dg)?

d(r3—467)[Me] 0
Ak -

donde \,,;, raiz de la ecuacién
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5. SIMULACIONES NUMERICAS Y ANALISIS DE LOS RESULTADOS

Se han realizado simulaciones numéricas del sistema (2.3) sin considerar la difusién para detectar el
ciclo limite que emerge debido a la bifurcacién de Hopf, y aqui se muestran las érbitas obtenidas en
el espacio de fases teniendo en cuenta una seleccion de valores representativos de los parametros. Se
observa el ciclo limite estable que emerge alrededor del punto estacionario (foco inestable)

Adicionalmente, se encuentran puntos en el espacio de pardametros incluyendo ahora a los valores de
las cuatro difusividades, que corresponden a valores de esos parametros para los cudles se debe deses-
tabilizar la solucién periddica espacialmente homogénea, dando lugar al surgimiento de inestabilidades
débiles o fuertes que dan lugar, a su vez, a la formacién de patrones oscilantes de Turing-Hopf para

el sistema (2.3). Para el sistema sin difusién vamos a considerar:
(Bus Bas s Acl(B2); A(B2): 1) = (0.1315,3;21.99;21.5; -9.28) € S5, (5.1)

un punto del espacio de pardmetros para el sistema (2.3) sin tener en cuenta la difusién. Entonces de

las férmulas (3.5¢), (3.14), (3.15) y (3.20) se derivan los siguientes resultados respectivamente:

Py = (I, Bo15) = (1.16;17.41) , (5.2)
1.1012 —1.18675

Js = 5.3

P2 ( 15 -1 ) (5:3)

T=Tr(Jp) = 0.101196; (5.4a)

/2 = 0.318113; (5.4b)

§=Det(Jp) = 16.7001; (5.4c)

w=6Y2 = 4.08657; (5.4d)

™ —46 = —66.7901; (5.4e)

En la Figura (1) se muestra la dindmica temporal del sistema (3.1) determinada por la funcién de
incidencia (1.4), los circulos en rojos indican las condiciones iniciales que fueron considerados en la
integraciéon del sistema. Si las condiciones iniciales estdn muy cercanos al origen, entonces a medida
que transcurre el tiempo la epidemia desaparece, sin embargo si las condiciones iniciales son préximas
al punto P; puede que la epidemia desaparezca en el tiempo o puede ser convertirse en una enfermedad
endémica en que varia periddicamente en el tiempo debido a la presencia de un ciclo limite estable
que emerge de la bifurcacién de Hopf préximo al punto P, como se puede apreciar en la figura (1),
partiendo del hecho que v > § + v (82 > 1), es decir, que la tasa de recuperacién de los individuos
infectados es mayor que la tasa de fallecidos més la tasa de individuos recuperados que pierden la
inmunidad y pasan a ser susceptibles. La Figura (2) muestra el comportamiento periédico a lo largo
del tiempo de las individuos infectados y recuperados cuando se toma una condicién inicial préxima
al punto P,. Para el anélisis de las inestabilidades de Turing-Hopf, vamos a considerar las expresiones
(4.12), (4.13), (4.14), a partir de los valores asumidos en el conjunto (5.1), donde se obtiene:

1.1012 — D; A —1.18675
¥ ) : (5.5)

E, =
< 15— (—D —D; + DS)/\k —Dgh —1
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Figura 1: Plano de fases para la solucién periédica estacionaria espacialmente homogénea para el
modelo (2.3)
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T = 0.101196 — (D[ + DS))\kv (56&)
67 (A\) = DiDsA\? 4+ (1.18675D + 2.18675D; — 2.28795Dg)\;, + 16.7, (5.6b)
(17 —467) [M] = (D1 — Dg)? A} + (—4.74701D — 8.9494D; + 8.9494Dg) A, — 66.79 (5.6¢)

Teniendo en cuenta las expresiones en (5.6) podemos prever el surgimiento de inestabilidades de
Turing-Hopf teniendo en cuenta los resultados de la Proposicién (4..1) en el dominio = [0, L,] X

[0, L, ], resultando entonces las siguientes desigualdades:

i) Para el caso de las inestabilidades “débiles”de Turing-Hopf debe de cumplirse que:

7T2(D1 + Ds)

<0s L2 <
=0 b = 01106

= L2 <97.5295(D; + Dg), (5.7)
67(M\k) < 04 DyDgA; + (1.18675D + 2.18675D1 — 2.28795D5)\;, + 16.7001 < 0,

< (1.18675D + 2.18675D; — 2.28795D5) < 0,

= 2.18675D1 — 2.28795Dg < —1.18675D, (5.8)

unido a la condicién:

O0r(Amin) < 0, (5.9)

—1.18675D — 2.18675D; + 2.28795D¢
2D;DS ( )

Tabla 1: Inestabilidades “débiles ”de Turing-Hopf

Dgs | Dy D Ds —D — Dy | L, (TH-débiles) | 7p or
2 0.01 |1 0.99 1 —19.74 | —14.58
0.01 | 0.75 | 1.24 1 —19.74 | —17.5136

La Tabla I muestra la relacion entre los coeficientes difusivos y las inestabilidades de Turing-
Hopf en el modelo SIRS con condiciones de flujo cero en la frontera. En ambas filas, los valores
de Dg y Dy son iguales, y se han variado los coeficientes difusivos mixtos Dy Dg — D — Dy,
respectivamente. Para cada caso, se obtienen los parametros restantes que definen la existencia
de inestabilidades “débiles ”de Turing-Hopf.

ii) Para el caso de las inestabilidades “fuertes ”de Turing-Hopf debe de cumplirse que:

2(D; + Dg)
25> TP1EDs) | po s g0 005D, + D 11
1> 06 L > — i h = L3 > 97.5205(D; + Ds), (5.11)
(77 — 467) [Ak] < 0 < 3.9601\7 + 13.0623)\;, — 66.7901 < 0, (5.12)
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Tabla 2: Inestabilidades “fuertes ”de Turing-Hopf

Dgs | Dy D Ds—D—Dy | L, (TH—fuertes) TT T% — 467
2 0.01 | 1 0.99 15 0.0130275 | —66.2095
0.01 | 0.75 | 1.24 15 0.0130275 | —66.1575

En la Tabla (2), se puede observar que en ambas filas, los valores de Dg y D; son los mismos que en la
Tabla 1, para los cuales se ha variado el coeficiente difusivo mixto D y Dg — D — Dy, respectivamente.
Para cada caso, se obtienen el resto de los pardmetros que definen la existencia de inestabilidades
“fuertes”de Turing-Hopf. Se destaca el cambio en las escalas del dominio para poder garantizar este

tipo de inestabilidades.

6. CONCLUSIONES

En este trabajo se examina la dindmica espacio temporal de un modelo SIRS con una tasa de incidencia
saturada, con el objetivo de ofrecer una explicacion tedrica para los fenémenos oscilatorios tanto locales
como globales observados en la evolucién de ciertas enfermedades infecciosas. Los resultados obtenidos
pueden ser extrapolados al modelado de epidemias como es el caso del estadio inicial de la COVID-
19 [23, 17, 2|, la transmisién espacial de la rabia [29], la gripe [48], el cblera [41, 46], la malaria
[45], el dengue [40] y otros tipos de enfermedades transmisibles para las que una compartimentacién
SIRS sea apropiada. En principio, a partir de los resultados obtenidos considerando la difusién o sin
ella, se pueden proyectar estrategias de vacunacion, pero debemos aclarar que la simulacién numérica
de la propagacién espacio temporal de la epidemia requiere de un estudio detallado que se sale del
objetivo tedrico-cualitativo de este trabajo: “concluir que de la estabilidad del punto de equilibrio
endémico P, en un rango apropiado de los parametros pueden derivarse medidas de control de la
epidemia aunque, presumiblemente, se podran observar oscilaciones de la densidad de infecciosos en
el tiempo, conjuntamente con una distribucién heterogénea de esa densidad sobre la region espacial

que se caracteriza por la existencia de zonas aisladas con mayor densidad de infecciosos”.
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