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ABSTRACT

In this work, the methodology proposed by R. Mickens for the construction of non-standard finite difference schemes for systems of
differential equations with quadratic nonlinearity, is adapted to a system of cubic nonlinearity and Jacobian matrix with complex
eigenvalues, associated with a glycolysis model. By applying the proposed schemes, it is transparently demonstrated that they
preserve the fixed points of the original system and reproduce the qualitative properties. A comparison is made with classical solution
methods for different discretization steps and it is shown that with non-standard schemes better results are obtained for larger step
sizes.
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RESUMEN

En este trabajo, la metodologia propuesta por R. Mickens para la construccion de esquemas de diferencias finitas no estandar para
sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias con no linealidad cuadratica, se adapta a un sistema con no linealidad ctbica y de
matriz Jacobiana con valores propios complejos, asociado a un modelo de glucélisis. Aplicando los esquemas propuestos se demuestra
de manera transparente, que éstos conservan los puntos fijos del sistema original y reproducen las propiedades cualitativas. Se realiza
una comparacion con métodos clésicos de solucién para diferentes pasos de discretizacion y se demuestra que con los esquemas no
estandar se obtienen mejores resultados para tamafio de paso mayores.

PALABRAS CLAVE: EDOs con no linealidad clbica, diferencias finitas no estandar, glucélisis.

1. INTRODUCCION

Los modelos matematicos de procesos de interaccion bioldgico o quimico, ya sea dinamica de poblaciones de
individuos (modelacion de epidemias), poblaciones de células dentro de un organismo o reacciones entre
diferentes especies quimicas dentro de una célula, generalmente estan representados por sistemas dinamicos no
lineales donde la tasa de cambio de los reactantes, o de las especies, segln sea el caso no dependen de forma
explicita del tiempo, es decir, se trata en su mayoria de sistemas dindmicos auténomos. La no linealidad de estos
modelos hace que las soluciones se obtengan de manera aproximada utilizando métodos numéricos. Para este tipo
de modelos gran parte de las investigaciones se han concentrado en el estudio de los aspectos cualitativos de los
sistemas de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDOs) con no linealidad cuadratica [1, 8, 10, 11, 31], y se
postula en la literatura que los métodos numéricos de solucion de EDOs tradicionales no necesariamente
conservan las propiedades cualitativas del flujo de una ecuacion diferencial.

En este trabajo, la metodologia propuesta por R. Mickens [22-25] de construccion de esquemas en diferencias
finitas no estandar para sistemas de EDOs con no linealidad cuadratica, se adapta para un sistema de EDOs con
no linealidad clbica, asociado a un modelo de glucélisis y se proponen dos esquemas de diferencias finitas no
estandar. Este modelo se estudi6 desde el punto de vista cualitativo en la tesis de doctorado de Giani Egafia [8], y
estd asociado al modelo de Keller-Segel parabdlico-parabélico. La finalidad es corroborar que las propiedades
cualitativas obtenidas en [8] sean reproducidas por los esquemas numéricos propuestos y que esto sea transparente
al usuario, no como caja negra.

La glucolisis consiste en la degradacion de la glucosa-6-fosfato para obtener acetil-Coenzima A, a partir del
piruvato [6, 12]. Es una via metabélica ancestral que se encuentra en la gran mayoria de los organismaos vivos hoy
en dia. La glucdlisis tiene importancia funcional en el cancer, ya que ayuda a comprender el mecanismo que
desarrollan las células cancerigenas para obtener energia y asi lograr su veloz proliferacion; permite conocer
nuevos rasgos celulares que caracterizan los tejidos cancerigenos para aplicar los nuevos conocimientos en la
blusqueda de nuevos blancos terapéuticos y asi lograr tratamientos mas efectivos.

El primer modelo de glucdlisis fue propuesto por Selkov en 1968 [29] y se demuestra que es una generalizacion
del sistema introducido por Lotka en 1925 [19]. Para el modelo de la glucdlisis se han realizado investigaciones
sobre las propiedades cualitativas del sistema: en [33] se habla sobre la existencia y la estabilidad de las soluciones
de estado estacionario y las érbitas periddicas que emergen a partir de una bifurcacién de Hopf en el estado
estacionario; en [16] se analiza la bifurcacion de Hopf de una reaccion-difusion en el sistema de Selkov. También
se han realizado investigaciones en cuanto a la solucion numérica de estos sistemas: en [14] se considera el modelo
de la glucélisis que es objeto de esta investigacion, los calculos numéricos se realizan con un método de Runge-
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Kutta de orden 4; en [9] se presentan resultados del analisis de la bifurcacion de Hopf y de la aparicion de
soluciones de ciclo limite para el sistema de glucdlisis.

El modelo objeto de esta investigacidn es un caso particular de Lotka-Volterra que no ha sido tratado desde este
punto de vista en la literatura consultada. Los sistemas de Lotka-Volterra generalmente estudiados son cuadraticos
[17, 19, 31] y representan sistemas Hamiltonianos y han sido abordados mediante métodos numéricos especificos
para estas caracteristicas.

Los primeros métodos numéricos para resolver Ecuaciones Diferenciales Ordinarias fueron los basados en el
desarrollo de Taylor, disefiados en principio para resolver cualquier problema de EDOs. Sin embargo, la
diversidad de modelos de EDOs ha propiciado el desarrollo de métodos numéricos mas especificos y a la vez mas
eficientes que tratan de conservar las propiedades cualitativas de los sistemas originales. Estas propiedades se
dividen en dos tipos: dindmicas (fisicas) y geométricas.

Las propiedades dinamicas [10] estan relacionadas con la sensibilidad de la solucién con respecto a los valores
iniciales y a otros pardmetros, asi como con el comportamiento asint6tico de la solucién. Influyen directamente
en la precision de la solucién. La sensibilidad con respecto a las condiciones iniciales y perturbaciones de los
parametros tienen que ver con el buen o mal condicionamiento del problemay el comportamiento asintético de la
solucidn tiene que ver con la estabilidad.

Las propiedades geométricas son invariantes, constantes del flujo [15]. Se formulan mayormente en la
terminologia de la geometria diferencial. La idea principal que se esconde tras la integracion numérica geométrica
[15, 18] es el desarrollo de algoritmos que compartan las mismas propiedades geométricas que la solucién exacta.
Este trabajo se enfoca en los métodos numéricos que conserven las propiedades dinamicas. Se compara el
desempefio, con respecto a la conservacion de las propiedades cualitativas del flujo, de algunos métodos
numericos de solucién de EDOs clasicos (método de Euler y Runge-Kutta de orden 2) con un tipo de métodos de
integracion llamados dindmicamente consistentes, especificamente el método de diferencias finitas no estandar
[17].

El trabajo se estructura de la siguiente forma: En la seccidn 2 se estudian esquemas en diferencias finitas (clasicos
y no estandar). En la seccién 3 se presenta el modelo matematico que describe el proceso de glucélisis y se le
aplican métodos numéricos que conservan las propiedades cualitativas del modelo, como los esquemas de
diferencias finitas clasicos y no estandar; se presentan algunos resultados tedricos de interés demostrados en [8]
sobre la estabilidad asintotica global de la solucion de estado estacionario espacialmente homogénea; se analizan
los puntos fijos del sistema de manera analitica para los esquemas mencionados. En la seccién 4 se comparan los
métodos clasicos de Euler, Runge-Kutta de orden 2 y los no estandar propuestos por Hone y Mickens, siendo
aplicados al modelo de la glucélisis con un espacio de parametros determinado por un resultado expuesto en la
seccion 3; la base de la comparacion es la capacidad de los métodos de conservar los puntos fijos hallados
analiticamente, haciendo variar los parametros y el tamafio del paso.

2. METODO DE DIFERENCIAS FINITAS NO ESTANDAR

El desarrollo de los métodos numéricos a lo largo del tiempo se ha visto influenciado por especificidades de los
modelos a resolver. Una buena aproximacion a la solucion se consigue, en primer lugar, si el modelo discreto es
consistente con el sistema dinamico continuo. La consistencia dinamica depende de los valores propios de la
matriz jacobiana evaluada en los puntos de equilibrio y puntos fijos del sistema de EDOs continuo y el sistema
discreto. En este sentido, el desarrollo de esquemas en diferencias finitas Ilamados no estandar, que preserven las
propiedades cualitativas (fisicas) tales como: positividad de las soluciones a partir de condiciones iniciales
positivas, acotacion, monotonia, puntos de equilibrio (puntos fijos) y estabilidad de los puntos de equilibrio,
bifurcacidn (ciclos limites), ha sido desde la década de 1990 un &rea de investigacion muy activa [2, 5, 7, 22, 23,
24]. Precursores en esta area son los trabajos de Mickens [22-25], que proponen esquemas de diferencias finitas
no estandar para sistemas periodicos. Por otro lado, estan los métodos de Kahan [5] que clasifican como un tipo
de método de Runge-Kutta que preserva la energia de los sistemas Hamiltonianos. En [2], Anguelov et al.
desarrollaron esquemas no estandares a partir de realizar modificaciones al método de Euler (explicito e implicito)
y a los métodos de Runge-Kutta de segundo orden, pero con la restriccion de que los valores propios de la matriz
jacobiana evaluada en los puntos de equilibrio sean reales y sencillos.

En este trabajo se propone analizar por primera vez, seguin nuestro conocimiento, el comportamiento de un modelo
de glucdlisis, que involucra una no linealidad clbica, utilizando esquemas en diferencias finitas no estandar
(NSFD por sus siglas en inglés).

El desarrollo de esquemas en diferencias finitas no estandar se introduce para tratar de eliminar inestabilidades
numeéricas que se presentan cuando se aplican esquemas de diferencias finitas clasicos, debido a que las soluciones
que se obtienen no cumplen con ciertas propiedades del modelo original continuo como pueden ser la
conservacion de la energia del sistema, o la positividad de la solucién. Es por ello que, durante la década de los
noventa, surge una corriente que plantea el desarrollo de esquemas de diferencia finitas no estandar. En esta
investigacidn se siguen dos corrientes: lo expuesto por Hone [17] y Mickens [21].
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Un estudio detallado de las ecuaciones usadas para el esquema en diferencias finitas estandar muestra que la

derivada discreta generalmente toma una forma mas complicada que la de Euler hacia adelante usual. De hecho,
se tiene que:

du  Upq — YPug

- - .

dt ) (1)
donde y y ¢ dependen del tamafio de paso At = h, tal que:
Y=1+0(Ch), ¢ =h+0(h?. (2)

Estas funciones varian de una ecuacion a otra y no queda claro que existe una metodologia para determinarlas. En
los esquemas de diferencias finitas clasicos [30], se considera ¥ = 1 y la funcion ¢ (llamada algunas veces
funcion denominador) estd determinada por un conjunto de requerimientos que deberd cumplir para mantener la
correcta estabilidad de las soluciones de la ecuacion diferencial. Teniendo en cuenta lo planteado en [21], para las
EDOs de la forma:

du
=/ 3)
el esquema debe ser tomado como:
u - u
Mot = P _ p), @
donde ¢ esta dada por:
1—e R
$(hR) = —— (5)
R* se determina, primero encontrando el punto critico, es decir:
f@) =0 (6)
Luego,
R=Z| )R = maxiR)
i_duuzﬁy = maxy|R;l}.

Para los sistemas dindmicos la variable independiente ¢t es el tiempo y R; esta expresado de manera inversamente
. . . 1 . 1 )
proporcional al tiempo, con lo cual, haciendo T; = —se llegaaque T* = - Se puede ver ademas que:
i

0<¢ph,T)<T"
Es por esto que se interpreta como un tamafio de paso re-normalizado o re-escalado, tal que su valor nunca es
mayor que el menor tiempo en la escala del sistema. Este método elimina las inestabilidades numéricas surgidas
a partir de tomar un tamafio de paso mayor que algunas escalas fisicas de tiempo.
A continuacion, se explica qué se entiende por diferencias finitas exactas siguiendo lo planteado en [21] y se
muestra cOmo construir esquemas no estandares que permitan eliminar inestabilidades numéricas en la solucién
de una ecuacién diferencial.

2.1 Esquemas exactos de diferencias finitas

Sea el sistema dinamico descrito por la ecuacion de primer orden

du

E = f(u' t, }l)' u(tO) = Ugp, (7)
donde A es el pardmetro del sistemay f(u,t, 1) es tal que existe una Unica solucion en el intervalo t, <t < T.
Sea, ademas, la solucién de la ecuacion (7)

u(t) = ¢(A' uO' tO' t)' (8)
y se cumple ¢ (4, ug, ty, to) = Uy.
Sea el modelo de diferencias finitas para la ecuacién

Uyr = F(A huy, ty), 9)
donde h = At, t, = hk,y u, = u(t,). Escribiendo la solucion de la ecuacion (9) como:
Uy = l/)(lf hluol tOl tk) (10)

con Y (A, h, ug, ty, ty) = Ug.
Definicion 1: Se dice que las ecuaciones (7) y (9) tienen la misma solucién general si y solo si:

u, = u(ty), h>0. (11D
Definicion 2: Un esquema de diferencias finitas exactas es aquel para el cual la ecuacion en diferencias tiene la
misma solucidn general que la ecuacidn diferencial asociada.

Teorema 1: La ecuacion diferencial (7) tiene un esquema en diferencias finitas exacto dado por:

Upy1 = P U, Ly tyerr) (12)
donde la funcidn ¢ es la misma que en la ecuacion (8).

La demostracién de este teorema se puede consultar en [22].
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2.3. Eleccion de las funciones denominador en un esquema
El principal problema con la aplicacion de los métodos de diferencias finitas clasicos es la aparicion de
inestabilidad en la solucion, como puede ser la existencia de soluciones de las ecuaciones en diferencias que no
corresponden con ninguna de las soluciones de las ecuaciones diferenciales ordinarias, y pueden ser originadas
por uno de los siguientes factores: i) modelizacién inapropiada de los términos no lineales, ii) modelizacion
inapropiada de los términos con derivadas, iii) el orden de las ecuaciones en diferencias es mayor que el orden de
las ecuaciones diferenciales ordinarias.
Una primera modificacion que se introduce para obtener esquemas en diferencias finitas no estandar se origina en
considerar una definicion mas general de la primera derivada de x(¢t):

dx . x(t+h)—x(t)

T = YO
tomando ¢(h) = h + 0(h?). Algunos ejemplos de ¢ (h) que satisfacen la condicion dada por (13):

(13)

$p(h) =h

¢(h) =sinh
p(h) =er -1
p(h)=1—eM

Segun Mickens [25], si se toma el limite cuando h tiende a cero para obtener la derivada, usando una de las
funciones anteriores, se llega al mismo resultado que utilizando la definicién clasica de derivada.

2.4. Aproximacion de las no linealidades

Otra alternativa para la construccién de esquemas en diferencias finitas no estandar ha sido introducida por
Andrew Hone [17] en la cual se considera la aplicacién de esquemas de integracién no estandares a sistemas no
lineales con ciclos limites. El sistema de EDOs utilizado como referencia presenta una no linealidad cuadratica.
Para los términos lineales y cuadraticos se toma como referencia el método de discretizacién de Kahan [18], que

. . . T . X+ , - - Xy+xy
consiste en hacer un cambio de variables simétrico, es decir: x — % para los términos lineales y xy — 2=

para los términos cuadraticos. Para los términos cubicos, tales como x2y, no es posible aplicar el método de
discretizacion de Kahan, pero si se puede extender lo planteado por Mickens en [21], que es lo que se propone en
este trabajo. Para esto, las derivadas son reemplazadas por diferencias finitas y, segiin Hone, los términos clbicos
deben ser reemplazados por la forma general:
x%y - (cy + dy)(ex? + fxX + gx?),
c+d=1, e+f+g =1,

donde las constantes d =1—c¢, g =1—e — f son diferentes en cada una de las dos ecuaciones. Sin
restricciones de las constantes, en general se tiene un mapa multivaluado para X, ¥, para el cual, con el objetivo
de encontrar la solucién en términos de x,y se deben resolver un par de ecuaciones polinomiales, que tienen
maltiples raices. Si se requiere que las dos ecuaciones tengan solucién Unica para X, y, y ademas puedan
resolverse Unicamente para x, y, debemos considerar las restricciones:

1.Si d=1, ¢=0, f=1, e=g=0 entonces x%y — yxX.

2.Sic=1, d=0, f=1, e=g=0 entonces x2y — yx%x.

3.Si ¢=0, d=1, e=1, f=g=0 entonces x%y - yx2.

4.Si d=0, c=1, g=1, e=f=0 entonces x2%y — yx2.
Para nuestro trabajo en las expresiones anteriores ¥ =y, Y X = Xp4q-
Otra observacién a considerar, segun [21], es que los términos no lineales son modelados por expresiones discretas
que son no locales computacionalmente hablando. Por ejemplo, en el esquema de diferencias finitas u? es
reemplazado por w11, mientras que otros métodos usan la forma local (u,)?2. Siguiendo estas ideas, en [22]
fueron formuladas las siguientes reglas para la construccién de los esquemas no estandares:

. El orden de las derivadas discretas deberia ser igual al orden de las correspondientes derivadas de la
ecuacion diferencial.

. Las representaciones discretas para las derivadas tienen que, en general, tener funciones denominador no
triviales.

. Los términos no lineales deberian, en general, ser reemplazados por representaciones no locales.

. Las condiciones especiales que cumplan las soluciones de las ecuaciones diferenciales deberian también

cumplirse para las soluciones del esquema en diferencias finitas.

El esquema de diferencias finitas es una representacion discreta de un sistema de ecuaciones diferenciales que es
construido a partir de las cuatro reglas anteriores. NOtese que en general los esquemas no estandares no
corresponden con esquemas exactos, sin embargo, ofrecen la posibilidad de que no aparezcan inestabilidades
numericas.
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3. SOLUCION DE UN MODELO DE GLUCOLISIS MEDIANTE ESQUEMAS DE DIFERENCIAS
FINITAS NO ESTANDAR

Las reacciones iniciales que descomponen la glucosa sin usar oxigeno se denominan en conjunto glucélisis (del
griego: “separar lo dulce™) [3]. Se piensa que la glucdlisis es una de las mas antiguas de todas las vias bioquimicas,
porque la utilizan todas las criaturas vivientes de este planeta. Esta serie de reacciones se lleva a cabo en la parte
liquida del citoplasma y da por resultado la ruptura de una molécula de glucosa en dos moléculas de piruvato. Las
oscilaciones glucoliticas se observan en casos como los de las células del pancreas, en la levadura o en los
musculos. Su principal importancia consiste en suministrar energia de manera rapida, incluso en condiciones de
deficiencia de oxigeno como ejercicio extenuante e hipoxia en la altitud. En la literatura existen varias formas de
modelar el proceso de la glucdlisis [27, 28].

En este trabajo se considera la glucolisis dada por el modelo

du

e 8 — xu — uv?

dv (14)
— =kKku+uv’—v

dt

el cual fue estudiado cualitativamente en [8], donde u y v son concentraciones quimicas, los pardmetros § > 0y
Kk > 0 son es el flujo de entrada adimensional y la tasa constante adimensional para el estado de baja actividad,
respectivamente. Es importante destacar las no linealidades clbicas que aparecen en (14), que no son frecuentes.
Para la obtencion de este modelo, en [8] se parte de un sistema de ecuaciones en derivadas parciales para la
reaccion y difusidn de dos especies propuesto por Kevin Painter en [26]:

on
— =V [D,Vn—ny;Vu—ny,Vv], t >0, x€Q

at

Ju

¥ V- (D,Vu) + f(u, v, ), t>0 x€Q (15)
Jv

E=V-(DUVU)+g(u,v,a), t>0, xe

En este sistema, n representa la densidad de poblacion celular definida en el dominio parcial Q c R?, las
constantes y,;Vy yx, son coeficientes de sensibilidad (pueden depender de u y de v), mientras que f y g definen la
cinética de la reaccion; las constantes positivas D,,, D, y D,, son los coeficientes de difusion de la poblacidn celular
y de los quimicos u y v respectivamente. La obtencién del sistema (14) a partir de (15) se encuentra disponible
en la seccion 4.1.1 “Descripcion del modelo de glicolisis” del capitulo 4 de [8].

Considerando, en el sistema (14), f(u,v,a) = § — ku —uv?y g(u,v,a) = ku + uv? — v como las ecuaciones
para la cinética basado en una version de los modelos de competencia de Lotka-Volterra [4, 20, 31], se obtiene

que el punto de equilibrio espacialmente homogéneo es (u, v) = (g 6), donde o< = §2 + k es el parametro que
se usa en el analisis de bifurcacién de Hopf.
Al linealizar el sistema en torno al punto de equilibrio espacialmente homogéneo mediante el cambio de variable:
1)
¢=u-— P Yp=v-6
es posible escribir el sistema de la siguiente forma:

0;®=L(a) P
D.A. —a 20c-x)
donde ® = (¢) y L= " ©aca |
Y a Dyhy +=
En general se puede definir vyn € N \{0} la matriz:
2(k—a)
Dyp, — «a T
Ly(a) = a—=2x |
a Dypy, +

y considerando el primer valor propio p, = 0 del operador —A,., el modelo (15) se reduce al modelo de ecuaciones
en derivadas ordinarias (14). El principal resultado cualitativo obtenido para este sistema en [8] es el siguiente:
Teorema2:Sead >0y 0 < k < 1/8. Entonces para el tnico punto de equilibrio del sistema de EDOs
existen dos curvas de bifurcacion de Hopf en el espacio de parametros (8, k). Las bifurcaciones son genéricas y
el sistema de EDOs presenta una orbita periddica globalmente asintéticamente estable rodeando el punto
estacionario si:

1
62+K—§|<\/1—8K si0<k< 1/8.
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La demostracién de este resultado se encuentra disponible en [9]. Este teorema garantiza la estabilidad asintotica

1

global de la solucién de estado estacionario espacialmente homogénea, en la regién {(ag =5- Vv1-—8k, af =

% +V1-— 8;c)} delimitada por las dos curvas de bifurcacién de Hopf existentes. Una de estas curvas corresponde

a una bifurcacién supercritica para todos los valores admisibles del parametro x, mientras que la otra curva
corresponde a una bifurcacion subcritica. En la region comprendida entre ambas curvas emerge una 6rbita
periddica Unica que rodea el punto de equilibrio.
Para probar la existencia de estas curvas para la bifurcacion de Hopf es necesario y suficiente probar que sobre
dichas curvas los valores propios son complejos puros y, ademas, se cumplen las propiedades de transversalidad
y no degeneracion. Probar que los valores propios son complejos puros es equivalente a probar que sobre esta
curva la traza del sistema lineal es idénticamente nula y el determinante de dicha matriz es positivo, lo cual se
puede deducir facilmente de la expresion de los valores propios en funcion de la traza y el determinante:
trz(A) + \/trz(A) — 4det (4)
1,2 — 2 .

Este teorema es fundamental en el andlisis realizado en este trabajo, pues uno de los objetivos es reproducir
numéricamente los resultados obtenidos en él.

3.1 Aplicacion de los métodos de diferencias finitas al modelo de la glucdlisis
Dado el sistema (14) con condiciones iniciales: u(0) = u,, v(0) = v, y Unico punto de equilibrio:
(u,v) = (g, 6), a = 6% + k, con o como parametro de bifurcacion. Al aplicar el método de diferencias finitas

clésico se obtiene el modelo discreto:
Uprr = Uy + h(S — Ky — wevy?) (16)
Visr = Vg + hcuy + wevy” — vy),
con uy = u(ty), vy = v(ty), ¥ u, = ulty), vy = v(ti). Como se observa (16) no es mas que el método de
Euler, que conserva el Gnico punto fijo del sistema original (14),

(Uper1, Visr) = (—K n 62'6)'

3.1.1 Método de diferencias finitas no estdndar de Hone
Como una primera aproximacién se aplica lo propuesto por Hone [17] al modelo (14). Se considera la tercera
restriccion tanto para la primera como para la segunda ecuacion:
Si ¢=0, d=1, e=1, f=g=0, entonces v?u — u,,,v;2 Y se obtiene una discretizacion dada por
Up1 — Uk Ups1 T Uy )
B ) RS

v -V u +u v +v
k+; Kk _ (k+; k)+uk+1vk2_ k+; k.

Para este caso, se puede obtener u;,, Y vy41€n funcién de u; y v, como sigue:
(wv) = (Us1 Vies1)

5h—Kuzkh+uk —Kuk+1h+ Kuzkh+uk+1vk2h —1]§_h+vk
U1 = o kh ., V1 = A : (17)
Calculando los puntos fijos para este esquema (4) se tiene
Up1 + Uy 2
0=6-«k - — Up41Vk

_ Uk+1tUk 2 _ Vk+11tVk
0=k« (T) + U1V — -,
Por consiguiente, el Gnico punto fijo seria
é
(Uk+1, Vis1) = (mﬁ)-
Como se evidencia, el método de Hone conserva el punto fijo.

3.1.2 Método de Diferencias Finitas no estdndar de Mickens

Como una segunda aproximacion se considera la metodologia propuesta por Mickens en [21]. Para obtener nuestra
funcion denominador ¢ (h) proponemos la siguiente estrategia:

Siendo A, y A, los valores propios de la matriz jacobiana evaluada en el Gnico estado estacionario de (14)

ellh_'_eﬂzh
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con A, =a+ biy A, = a— bi. Entonces
eth 4 g2l = gah(gbhi 4 o=bhiy — gah(cosph + isinbh + cos bh — i sin bh)
= e (2 cos bh).
Por tanto

Ml —1+4eh2" — 1 e(2cosbh) -2

e
P(h) = X+ A - 2a

La funcion denominador seria
e cosbh — 1
p(h)=——". (18)

Considerando el esquema (17) y afiadiendo la funcién denominador (18) se tiene el siguiente modelo discreto
en diferencias finitas no estandar:

Upr — Uy Upsr T Uy 2
e@cosbh—1 ~ " (P ) ~meeams (19)
a
Vk+1 Uk _ (uk+1 + uk) w2 Vi1t Vg
e cosbh — 1 2 ke+1 "k 2
a
donde
3 w((xc + 2a) — ke cos bh) + 28e%" cos bh — 26
Ykt = T ke + Keah cos bh + 2v,2(et coshbh — 1) ’
_ ve(1 4 2a — e cos bh) + e, (ke cos bh — K + v, *(2e" cos bh — 2)) + uy (ke cos bh — k)
Vit = 2a + e coshh — 1 '

Calculando los puntos fijos del esquema (19) se tiene que:

u +u u +u v +v
0 = 5—K( k+; k)_uk+1vk21 0= K( k+; k)+uk+1vk2 _ k+; k

- , . . , S5 . . .
Por consiguiente, el Unico punto fijo seria (Ug41, Vis1) = (mﬁ). Se evidencia, que el esquema de Mickens
también conserva el punto fijo.

4. RESULTADOS NUMERICOS Y DISCUSION

Para la experimentacion numérica se considera el espacio de parametros definido por el teorema 2 de la seccion
3, tomado de [8], que muestra la bifurcacion de Hopf en el modelo de la glucdlisis (Figura 1). Se conoce, de la
seccidn 3, que el parametro k > 0 representa la tasa constante adimensional para el estado de baja actividad y que
& > 0 representa el flujo de entrada adimensional; ademas, en la seccion 3.1 se defini6 a = §2 + k como
parametro de bifurcacion. Los valores de k y a utilizados en la experimentacion atienden la necesidad de comparar
los distintos métodos estudiados, siguiendo las condiciones garantizadas por el teorema 2. El sistema de la
glucolisis dado por el modelo (14) se resolvié numéricamente utilizando los métodos cléasicos de Euler y Runge
Kutta de orden 2 y los esquemas de diferencias finitas no estandar segun la metodologia de Hone (17) y segun la
metodologia de Mickens (19). Se utilizaron diferentes valores para el paso en la discretizacion temporal. A
continuacion, se muestran los resultados para uno relativamente pequefio y otro relativamente grande. Se utiliz6
la version R2016b de MATLAB, en una computadora Dell con microprocesador Intel(R) Core (TM) i-7500U,
con 2.70GHz y 12Gb de memoria RAM.
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Figura 1. Curva de bifurcacion en el espacio de parametros
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4.1 Experimentos con paso de discretizacion h = 0.01 en las diferentes regiones del espacio de
parametros

En la regién de inestabilidad con pardmetros k = 0.1, a = 0.35, considerando un paso de discretizacion
relativamente pequefio h = 0.01 , y varias condiciones iniciales se demostré que tanto con el método clasico de
Euler (Figura 2), como con el esquema de diferencias finitas no estandar de Mickens (Figura 3) se obtiene un
retrato de fase que muestra un foco inestable donde las 6rbitas se aproximan a un ciclo limite, coincidiendo con
el resultado postulado en [8].

Retrato de fase Método: Euler
T

(U0v0)=(0.3,03)
(u0.v0)=(0.6.0.6)
(UD.¥D)=(1.4,0.6)
(U0.VD)=(1.3.0.7)

02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22

Figura 2. Método de Euler con diferentes condiciones iniciales, x =0.1, a = 0.35,t, = 0,t; = 400 paso de
discretizacion h = 0.01

Retrato de fase Metodo: NSFD Mickens
1 T T T T T I

(u0,v0)=(0.3.0.3)
(u0,v0)=(0.6.0.6)
(u0,v0)=(1.4,0.8) [
(u0,v0)=(1.3.0.7)

0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 1.4 16 18 2 22

Figura 3. Esquema de Mickens con diferentes condiciones iniciales, k =0.1, a = 0.35,t, = 0,t; = 400 paso
de discretizacion h = 0.01

En la regién de estabilidad con valores de los parametros x = 0.1, @ = 0.26 se observa un foco estable en el
retrato de fase donde las 6rbitas se aproximan al Gnico punto estacionario; con el método de Euler (Figura 4) y
con la variante de Mickens (Figura 5), usando cuatro condiciones iniciales en cada caso. En este caso también se
reproducen los resultados de [8].
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Retrato de fase Método: Euler
T T

(U0,V0)=(0.3,0.3)
— (U0,¥0)=(0.6,0.6)

T (u0,v0)=(1.4,0.7)
(U0,¥0)=(1.6,0.7)

09~ -
08— -

07

05
04—

03

01
0.2

Figura 3. Método de Eulerconk = 0.1, a = 0.26, t, = 0, t; = 200,h = 0.01.

Retrato de fase Metodo: NSFD Mickens
1 T T T T T T T

(W0V0)=(03,0.3)
— — (U0.v0)=(0.6,0.6)
1 — T (U0V0)=(1.4,0.7)

- (u0,v0)=(18,0.7)

o9 / -
08 | ~— i

07

0.4

03

ozl ——— —

0.1
0.2 04 08 08 1 12 14 16 18 2

Figura 4. Esquema de Mickens conk = 0.1, @ = 0.26, t, = 0, t; = 200, h = 0.01.

En laregion de estabilidad con valores de los parametros k = 0.1, 0. = 0.91, t, = 0,t; = 200, h = 0.01 se observa
un foco estable donde las érbitas se aproximan al Gnico punto estacionario, como en [8]; con el método de Euler
(Figura 6) y con el esquema de Mickens (Figura 7), usando cuatro condiciones iniciales en cada caso.

Retrato de fase Método: Euler

4 T T T
(uD,¥0)=(0.3,0.3)
——— (u0,¥0)=(0.6,0.6)
) — (u0,v0)=(2.0,1.5)
a5 — (u0,¥0)=(2.5.2.0) [ ]
3l a
251 / - B
\
—
\ T
> 2+ — -
—
~_
15 T~ -
s a
b}
05 1
o ] 1 | | I
0 05 1 15 2 25 3

Figura5. Método de Eulerconk = 0.1, a = 091, t, = 0, t; = 200, h = 0.01.
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Retrato de fase Metedo: NSFD Mickens
T

(U0V0}=(03,03)
(u0,v0)}=(0.6.0.6)

- (UD¥0)=(2.0,15)
35— . (u0,v0)=(2.5.2.0) [

Figura 6. Esquema de Mickensconk = 0.1, = 0.91, t, = 0, tf = 200, h = 0.01.

4.2 Convergencia de las solucionesuy v

Considerando los parametros con valores en las diferentes regiones que genera la curva de bifurcacién de Hopf,
y tomando paso h = 0.01 se compararon 4 métodos; Euler, Runge Kutta de orden 2, Esquema de Mickens y
Esquema de Hone, con condicion inicial u, = 0.3, v, = 0.3, en cuanto a la convergencia de las soluciones, u , v:

. k = 0.1,a = 0.26 Figuras 8 y 9 respectivamente. Todos los algoritmos muestran la convergencia al
Unico punto estacionario como es de esperar segin [8]. Los métodos de Euler, Runge-Kutta y Mickens oscilan
cada vez mas cerca del Gnico punto de equilibrio (u,v) = (1.5385,0.4). Con el método de Hone la solucién
converge a (u,v) = (1.5337,0.4).

Compor de la solucion u
T

08T

06

04

02
1] 50 100 150 200 250 300

Figura 8. Comportamientode uconk = 0.1, = 0.26,t, = 0,t; = 300,h = 0.01

482



C i de la solucién v

07
Euler
| Runge-Kutta de orden 2
06— ‘( -
| 4
‘|\ l
s || ‘h C\ _
h “"l\‘ ‘f?‘l" -Qﬂ 0\
Lot N /* (\
WAV A VARV aVaVa VAL VA _
SRR AvA M MQ@\\(/\%%XX OO e
(L] \\éﬁ W W W
7/
03 ‘\‘I !j"‘ M“ \ —
1/
!
02 =1
04 | 1 1 | 1
o 50 100 150 200 250 300

t

Figura 9. Comportamiento de v con k = 0.1, « = 0.26, t, = 0, ty = 300, h = 0.01

) k = 0.1,a = 0.91. Los algoritmos muestran la convergencia a un Unico punto estacionario, (Figura
10y Figura 12), como en [8]. Como se observa en la Figura 11 y la Figura 13, haciendo un zoom, los métodos de
Euler, Runge-Kutta y Mickens oscilan cada vez mas cerca del punto de equilibrio (u,v) = (0.9890,0.9000),
mientras que con el método de Hone la solucion se acerca al punto estacionario la funcion u no llega al punto
estacionario 0,9890, sino que tiende al valor 0,9846 y la funcién v no llega al punto estacionario (u,v) =

(0.9846,0.9022).
Comportamiento de la solucion u
3 T T T I
Euler
Hone
Mickens
Runge-Kulta de orden 2
25— -
2 -
o515 .
1
05 —
0 1 | | 1 1 1 | | |
o 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
t
Figura 10. Comportamientode uconk = 0.1, = 091,t, = 0,tf = 200,h = 0.01.
Compor de la solucion u
T T T I
0.991 - Euler 1
Hane
Mickens.
Runge-Kulta de orden 2
099 —
0.989 k. —
0.988 — —
0.987 [— —
0.986 [— -
0.985 — -
CE=s) | ! 1 1 1 L ! I .
17.8 118 1182 1184 118.6 118.8 119 119.2 119.4
t
Figura 11. Comportamiento de u conx = 0.1, = 0.91,h = 0.01.
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Compor de la solucion v
25 T T I
Euler
Hone
Mickens
Runge-Kutta de orden 2
2
15
1
0.5
0 | | | | 1 | | | |
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
t
Figura 12. Comportamiento de vconk = 0.1,a = 0.91,t, = 0,tf = 200,h = 0.01
‘Comportamiento de la solucion v
T T T T
0.9025 s H
[ Mickens
- Runge-Kutta de orden 2
0.902 .
0.9015
0.901 — =
0.9005 — —1
09
0.8995 — 1 Il | | 1 =
133 1335 134 1345 135
t
Figura 13. Comportamiento de v con k =

0.1,a = 091,h

= 0.01
4.3 Resultados con un tamafio de paso relativamente grande en las regiones de estabilidad
. Kk =01ya = 0.26, h=1,u, =0.3,v, =0.3.
Comp de la solucion u
25 T T T T T T
Euler
Hone
Mickens
Runge-Kutta de orden 2
k- i
\,\ -
AL -\ /\\ /
AN / \ \
/ |0| \‘. \ \ / \ \
i | \ \ \ \ \
U | | ‘ i
0 | | | | 1 I | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
t
Figura 14. Comportamiento de u con x = 0.1, a = 0.26, t, = 0, t; = 100
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Como se observa en la Figura 14 y la Figura 15 el método de diferencias finitas no estandar de Mickens es el
Unico que converge al punto de equilibrio (u,v) = (1.5385, 0.4) y la oscilacién de los métodos de Euler, Runge-
Kutta y Hone es notable.

Comportamiento de la solucion v
12 T T T T I

Euler
Hone

Mickens
Runge-Kutta de orden 2

Figura 15. Comportamientode vconk = 0.1, = 0.26,t, = 0,tf = 100.

o Kk =01lya = 091, h=04, u, =0.3,v, = 0.3. Se observa en la Figura 16 y en la Figura 17 que el
método de Mickens es el que converge al Gnico punto de equilibrio (u, v) = (0.9890,0.9000), la oscilacion del
método de Euler es notable y el método de Hone converge a otro punto. Con el paso mas grande la diferencia
entre Mickens y Euler es bien marcada en cuanto a la iteracion en que se alcanza la estabilidad.

Comportamiento de la solucién u
3 T T T T I

Euler

Hone

Mickens

Runge-Kutta de orden 2

30 40 50 60 70

Figura 16. Comportamientode uconk = 0.1,a = 091, t, = 0, t; = 70,h = 0.4
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Comportamiento de la solucion v
a5y T T T T T T
Euler
Hone
Mickens
Runge-Kutta de orden 2 |_|

- | \ { \ |
T =  E— T
. e — ! \
\ \ \ \\
\ f \ Y\ \
\ / \-\ \ \ \ \
/ \, / \ \ / / \
/ / N4 N N/ 4 -
0 | | 1 L | 1 J
0 10 20 30 40 50 60 70

Figura 17. Comportamientode vconx = 0.1, = 091, t, = 0, t = 70,h = 0.4

5. CONCLUSIONES

Se complement6 el estudio cualitativo para el modelo de la glucélisis realizado en [8], con un analisis de la
solucion numérica del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO’s) correspondiente a la glucdlisis en
cuanto a la conservacion de las propiedades cualitativas mediante diferentes métodos numeéricos.

Se realizaron modificaciones a dos esquemas de diferencias finitas no estandar, la variante de Hone [17], y
Mickens [21], para adaptarlos a la no linealidad ciibica del modelo de EDO’s para la glucolisis. Los esquemas de
diferencias finitas no estandar y la funcién denominador ¢(h) se implementaron para un sistema de ecuaciones
diferenciales donde los valores propios de la matriz jacobiana evaluada en los puntos de equilibrio son complejos,
aspecto que no fue encontrado en la literatura revisada. Los esquemas de diferencias finitas no estandar
construidos conservan las condiciones positivas del modelo de la glucélisis y no introducen puntos fijos
adicionales. El método de Mickens permite escoger un tamafio del paso de discretizacion relativamente grande ya
que tiende a estabilizarse a diferencia de los métodos de Euler, Runge-Kutta y Hone.

Se propone como trabajo futuro considerar otra variante de la funcién denominador ¢(h) para el modelo de la
glucolisis, trabajar con una funcién numerador y(h) diferente de 1, realizar para los términos lineales y no lineales
otras sustituciones no locales para la parte derecha de la ecuacion diferencial. Estudiar otras propiedades que
tienen estos métodos de diferencias finitas no estandar como son, por ejemplo, los métodos simplécticos.
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