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ABSTRACT

A system of differential equations is presented to model the teaching-learning process of a person considering that there are
relationships between the contents to be learned. A population dynamic inspired by a variant of the well-known SIR
epidemiological model, with non-constant population, is used. Making an analogy with it, the classes of susceptible, infected and
recovered are identified, with knowledge that can be learned, learned and forgotten, respectively. The algorithms that simulate the
learning dynamics are presented and the data obtained from this process are compared with the numerical results of the proposed
models. To do this, adjustments are made to their parameters, and their variations between the different model proposals are
analyzed.
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RESUMEN

Se presenta un sistema de ecuaciones diferenciales para modelar el proceso de ensefianza-aprendizaje de una persona considerando
que existen relaciones entre los contenidos que se deben aprender. Se utiliza una dindmica poblacional inspirada en una variante del
conocido modelo epidemiolégico SIR, con poblacion no constante. Haciendo una analogia con el mismo, se identifican las clases:
susceptibles, infectados y recuperados, con conocimientos susceptibles de ser adquiridos, aprendidos y olvidados, respectivamente.
Se presentan los algoritmos que simulan la dindmica de aprendizaje y los datos obtenidos de este proceso se comparan con los
resultados numéricos de los modelos propuestos. Para ello, se hacen ajustes en los parametros de los mismos, y se analizan las
variaciones de estos entre las distintas propuestas de modelos.

PALABRAS CLAVE: Modelo epidemiolédgico SIR, proceso enseflanza-aprendizaje, sistema de ecuaciones diferenciales.
1. INTRODUCCION

El estudio y comprension del proceso de aprendizaje es un campo multidisciplinario cuyo estudio se ha tornado
un area muy activa de investigacion. Resultados recientes, acerca de dicho tema, han sido presentados por parte
de psicologos y sociologos [6, 9]. De hecho, sugieren que el proceso de aprendizaje tiene lugar cuando las
personas participan en comunidades sociales [8]. El aprendizaje no esta restringido a ningtn tipo de educacion
intencional, sino que incluye todo tipo de actividad social.

El aprendizaje es un proceso de naturaleza extremadamente compleja, cuya esencia es la adquisicion de un
nuevo conocimiento, habilidad o capacidad. Para que dicho proceso pueda considerarse realmente como
aprendizaje, en lugar de una simple huella o retencion pasajera, debe poder manifestarse en un tiempo futuro y
contribuir a la solucién de problemas concretos [4].

Se considera que el propdsito esencial de la ensefianza es la transmision de informacion mediante la
comunicacion directa o soportada en medios auxiliares, que presentan un mayor o menor grado de complejidad
y costo. Como resultado de esta accion debe quedar una huella en el individuo, un reflejo de la realidad objetiva
del mundo circundante que, en forma de conocimiento, habilidades y capacidades, le permitan enfrentarse a
situaciones nuevas con una actitud creadora.

El Proceso de Ensefianza- Aprendizaje (PEA) es de interaccion social en un medio socio- historico concreto, en
el que el estudiante se inserta como sujeto y objeto del aprendizaje; esto lo realiza asumiendo una posicién
activa y responsable en su proceso de formacion. Uno de los enfoques desde el cudl se estudia el proceso de
ensefianza-aprendizaje es el enfoque cuantitativo. Ejemplo de ello es el trabajo de los investigadores Bordona y
Albano [4], en el que se propone un modelo para describir el proceso de ensefianza-aprendizaje que tiene lugar
debido a interacciones de los estudiantes en el aula o a través de las redes.

Las ecuaciones diferenciales son una herramienta indispensable en la modelacion de fendémenos y procesos
biolodgicos, quimicos y fisicos. La modelacion matematica nos permite establecer relaciones entre dichos
fendmenos o procesos bioldgicos mediante variables y pardmetros para poder estudiar sistemas complejos. En
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este caso, el interés de estudio son los modelos epidemiologicos de las enfermedades virales adaptados al
proceso de ensenanza-aprendizaje.

Los modelos basados en ecuaciones diferenciales han sido utilizados desde hace varios afios para describir las
dindmicas poblacionales. Usualmente se basan en dividir cierta poblacion (constante o no) en clases, separando
a los elementos dominantes (predadores, poblacion infectada, etc.) de los elementos afectados (presas, poblacion
sana, etc.). Sin embargo, para adaptarlos a datos reales es necesario afiadir variables o parametros que dependen
de las mediciones hechas a lo largo del proceso y del comportamiento particular de la poblacion estudiada.
Existen varios modelos que se utilizan en la descripcion de la dindmica de las epidemias, entre los que destacan
los modelos compartimentales del tipo SIR, SIS, SEIR, entre otros [10, 12]. Uno de los mas utilizados es el SIR,
donde se divide a la poblacion de individuos en tres clases. La primera es la clase S, que corresponde al grupo
de individuos susceptibles a una enfermedad transmisible. Estas personas no tienen inmunidad contra el agente
infeccioso por lo que podrian infectarse si se exponen. La segunda clase, que se denota por I, representa el grupo
de individuos infectados, los cuales son capaces de transmitir la enfermedad a las personas susceptibles con las
que entran en contacto. Por ultimo, la clase R representa a los individuos recuperados de la infeccion, es decir,
aquellos que han tenido la infeccion y que se convierten en inmunes a la enfermedad. Como consecuencia estos
sujetos no afectan a la dinamica de la transmision de la enfermedad cuando entran en contacto con otras
personas.

En el presente trabajo se utiliza un modelo tipo SIR para una descripcion simplificada del proceso de ensefianza-
aprendizaje de un solo individuo. Para ello, se establece una analogia entre las clases que se consideran para la
descripcion de un proceso epidemioldgico, con el estado de adquisicion del conocimiento de la persona. En el
proceso de analogia se realiza una correspondencia entre las clases de susceptible, infectado y recuperado con
los conocimientos susceptibles a ser aprendidos, los que han sido aprendidos y los olvidados, respectivamente.
Se asume, ademas, que la cantidad de conocimientos susceptibles a aprender aumenta a medida que aumente el
numero de conocimientos aprendidos. Esta tltima condicion responde al hecho de que, mientras mas se conoce
sobre cierto tema, aumenta la posibilidad de aprender contenidos relacionados con el mismo. Para esta
clasificacion por conjuntos de elementos susceptibles y aprendidos se puede hacer una analogia con la Zona de
Desarrollo Proximo (ZDP), introducida por el psicologo Lev Vygotsky [16], que es la diferencia entre dos
niveles evolutivos de las capacidades del individuo: el de sus capacidades reales para realizar una tarea por si
solo y el de sus capacidades de poder realizar una tarea con ayuda de otra persona.

El objetivo de este trabajo es el analisis y disefio de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias, inspirados
en modelos epidemiologicos y basados en el modelo SIR, que permitan modelar el proceso de ensefianza-
aprendizaje de una persona. Los campos de susceptibles (S), infectados (I) y recuperados (R) seran identificados
con los diferentes estadios del conocimiento. Durante el proceso de aprendizaje el nimero de conocimientos
que es posible incorporar en un momento dado depende del conocimiento que ya posea el individuo. Es por esto
que durante la adaptacion de los modelos SIR se propone la inclusion de una tasa de crecimiento proporcional al
numero de infectados en el campo de los susceptibles.

2. EL MODELO SIR

En el analisis de epidemias, la modelacion matematica ha devenido en una poderosa herramienta a fin de
comprender y pronosticar la dindmica de transmision. Los modelos mas empleados en la prediccion de
epidemias son de tipo fenomenoldgicos o mecanicistas [15]. Estos incluyen leyes fisicas o0 mecanismos
involucrados en la dindmica del problema bajo estudio. Entre ellos, los modelos de compartimentos estan
basados en sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias, que se concentran en la evolucion dindmica de una
poblacion por diferentes estados epidémicos. La deduccion de un modelo matematico requiere de una
abstraccion de la realidad, o sea, de una representacion del sistema bajo estudio, de la cual se conozcan sus
reglas y simbolos. A esta representacion se le conoce como modelo fisico y su concepcion se hace necesaria
para explicar los fendmenos que ocurren asociados a un determinado proceso [15].

Los modelos de compartimentos son herramientas matematicas que permiten caracterizar determinados
comportamientos de las epidemias. Los pioneros de este tipo de modelo fueron W. O. Kermack y A. G.
McKendrick [10], con la creacion del modelo SIR. Desde entonces, usandolo como base, se han desarrollado
muchos otros modelos de compartimentos en dependencia de las caracteristicas de la epidemia que se estudia y
del entorno social donde esta se desarrolla [14]. A pesar de su simplicidad, este modelo es capaz de describir el
comportamiento de epidemias y las curvas de prediccion se ajustan muy bien a los datos reales [1].

El modelo SIR ha sido concebido con tres compartimentos: los individuos susceptibles de ser infectados (S), los
infectados (I) y los recuperados (R). El nimero de individuos susceptibles depende de la capacidad
inmunolodgica de la poblacion para combatir la enfermedad. El incremento de los casos infectados depende de la
coexistencia de infectados y susceptibles. Los recuperados alcanzan esta condicion después de rebasar la
enfermedad y de adquirir un nivel de inmunidad que pudiera ser permanente o temporal, en funcién de las
caracteristicas de la enfermedad.

El comportamiento de un sistema de ecuaciones diferenciales a lo largo del tiempo puede “predecirse” a partir
de un analisis de estabilidad. Con este sabremos si las soluciones se aproximaran a algun valor especifico

130



(puntos estacionarios o criticos), o las variaciones que pueden sufrir las soluciones a consecuencia de pequefios
cambios en las condiciones iniciales.
La version clasica del modelo SIR tiene las siguientes caracteristicas:

. La poblacion es cerrada: no se consideran muertes ni nacimientos.

. Para que un individuo abandone el grupo de los susceptibles ha de hacerlo por convertirse en individuo
infeccioso.

. Se asume que la transmision es por contacto directo.

. Para transmitir la infeccion, un infectado hace contacto con S/ individuos por unidad de tiempo. La
probabilidad de contacto entre un infectado y un susceptible es S/N, donde N es el tamaifio de la poblacion.

. Un individuo puede abandonar el grupo de los infectados por recuperacion de la enfermedad.

. Se asume que la proporcion de individuos infectados que se recuperan en un dia, y, es fija.

El sistema de ecuaciones diferenciales, segtn la descripcion anterior, resulta:
S'=—-BSI, S(0) =S,
I' =BSI—vyl, 1(0) =1, €))
R =vyl, R(0) = 0.
Se considera ademas que la poblacién es constante, con lo cual, se tiene:
S@)+I(t) +R() =N.
Si se asume que no hay recuperados al inicio del proceso, o sea, R (0) =0.
Entonces N = S(0) +I1(0) = S, + I,.
Para comprender con més claridad el comportamiento de este modelo en funcion de la variacion de sus
parametros, es necesario hacer un analisis de estabilidad.

3. NOTAS SOBRE ESTABILIDAD DE SISTEMAS NO LINEALES

Un sistema no lineal puede representarse por:
x = fx,t),

donde x representa un vector de funciones dependientes del tiempo. Un sistema sera auténomo si la funcion f
no tiene dependencia del tiempo, o sea:

x = f(x). 2
Los puntos estacionarios (o criticos) del sistema (2) seran las soluciones de la ecuacion f(x) = 0.
Definicion: Un punto estacionario x, es estable si, para cualquier R > 0, hay un r > 0 tal que satisface
||x(0)|| < r, entonces ||x(t)|| < R para todo t = 0. Si no cumple con lo anterior, entonces el punto de
equilibrio es inestable.
Lo anterior implica que todas las soluciones que se inicien en las cercanias del punto estacionario permanecen
en la cercania del mismo. De otro modo, el punto es inestable.
Definicion: Un punto de equilibrio x, es asintéticamente estable si es estable y, en adicion, existe alginr > 0
tal que ||x(0)|| < r implica que x(t) — 0 cuando t — oo.
Lo anterior implica que todas las soluciones que se inicien en las cercanias del punto estacionario no solo
permanecen en la cercania del mismo, sino que tienden al punto en el infinito.
Uno de los métodos mas comunes para el analisis de estabilidad es el método de Lyapunov [5]. Este sirve como
justificacion para el uso de técnicas lineales en sistemas no lineales. Su aplicacion analitica consiste en
considerar la aproximacion lineal del sistema (2) a partir de la evaluacion de la matriz jacobiana en el punto

estacionario:  J(x,) = é
xX=xq

x = J(xo)x. 3
Teorema: Sea x, un punto estacionario del sistema no lineal (2), donde f: D < R" es una funcion
continuamente diferenciable y D € R" es un entorno del punto estacionario. Entonces x, es asintoticamente
estable si todos los valores propios de la matriz J(x,) tienen parte real negativa. Asi mismo, x,, sera inestable si
existe al menos un valor propio con parte real positiva.

4. NUMERO REPRODUCTIVO BASICO

Retomando el modelo (1) puede observarse que en el sistema la ecuacién para R es independiente de las dos
primeras ecuaciones. Es por esto que, en el estudio del modelo, basta con tomar estas primeras dos ecuaciones
para el analisis. Se comenzara por presentar los puntos estacionarios:

P1(0,0), P5(S,0), P5 (£,0). )
El Jacobiano del sistema estara dado por la matriz:
—pl —pS )

1= sy ®

Evaluando en P; el Jacobiano del sistema es:
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jo0=(5 2) ©

Los valores propios son 0 y —y, que es negativo. Ademas, se observaque S < 0y [ < 0 para S < y/B. Con lo
cual, este serd un punto estable.
Para P,, la matriz jacobiana resulta:

(8 /3; /isy)' @

Por lo tanto, se tiene que, mientras S > y /P las soluciones se alejaran de este punto. Para S < y/f se tiene una
solucion parcialmente estable. Este comportamiento ya describe lo que sucede alrededor del punto P, en cuya
vecindad el valor de I cambia de signo; por lo tanto, este sera un punto inestable.

Se puede concluir entonces que el modelo SIR presentado en (1), el nimero de infectados va a crecer mientras:

S< % ®)
Es por esto que la expresion y/p es conocida como el umbral epidémico. El nimero
— S0 _ /S
O vip Ty ©)

se define como numero reproductivo basico. Teniendo en cuenta los resultados de estabilidad, este nimero nos
proporciona una medida de cudntas infecciones nuevas se originaran a partir de un individuo infectado. Si R, <
1 no habra un brote epidémico mientras que, si Ry > 1, habra un brote epidémico.

Como puede observarse, el avance de la epidemia queda determinado por la poblacion inicial y los pardmetros
que intervienen en el modelo de ecuaciones diferenciales. Los valores que toman estos parametros dependen, a
su vez, de la evolucion de la epidemia en un rango inicial de tiempo. Para obtener estos valores se utilizan

variantes numéricas de ajuste de parametros en ecuaciones diferenciales, como el método de minimos cuadrados
[12].

5. VARIANTES DEL MODELO SIR

Una de las modificaciones mas habituales en el modelo SIR es la inclusion de una tasa de crecimiento en la
poblacion susceptible. Este crecimiento puede estar dado por la consideracion de los nacimientos en la
poblacion [2, 7]. El efecto que tiene esta consideracion en el modelo clésico es la aparicion de un nuevo
parametro a en la ecuacion para S’, cuando la tasa de crecimiento es constante:

S"'=a—pBSI (10)
o del término a/ cuando se considera una tasa de crecimiento exponencial:
S" =al — BSI. (11)

Teniendo en cuenta que el objetivo de esta investigacion es el uso de estos modelos para la descripcion de un
proceso de ensefianza-aprendizaje, la tasa de crecimiento que se propone para la poblacion susceptible es
proporcional al nimero de los infectados. Por tanto, se incluye el término a/ en la ecuacion de S’ en las tres
propuestas que se presentan.

La consideracion del crecimiento de la poblacion susceptible afecta una de las premisas de modelo SIR clésico:
la poblacion de estudio ya no es constante. En los estudios de modelos con poblacion no constante es comun el

uso de la tasa de incidencia estandar 8 FI en lugar de la llamada incidencia de accion de masa BSI, siendo N la
poblacion total en cada instante de tiempo [13].
La tasa de incidencia estandar, que consiste en una normalizacion de la poblacion, se usa cuando la tasa de

contacto no puede aumentar indefinidamente, aun cuando haya un aumento significativo de la poblacion. Esta es
la que se utiliza en las tres propuestas que se presentan a continuacion.

5.1 Modelo SIS

Se considera un primer modelo con las siguientes caracteristicas:

. Para que un individuo abandone el grupo de los susceptibles ha de hacerlo por convertirse en individuo
infectado.

. Se asume que la transmision es por contacto directo. La probabilidad de contacto entre un infectado y
un susceptible es SI/N. Un individuo contactado por un infectado se contagia con una probabilidad 3.

. Un individuo puede abandonar el grupo de los infectados por recuperacion de la enfermedad y pasa
nuevamente a ser susceptible.

° Se asume que la proporcion de individuos infectados que se recuperan y pasan a ser susceptibles en un
dia, v, es fija.

La figura 1 ilustra el flujo de los individuos en un modelo SIS.




Figura 1: Esquema del modelo SIS.
El sistema de ecuaciones diferenciales queda descrito como:

"= —p=+y1,8(0) = S, (12)

SI
I =/3N —yL1(0) = I,.
Al modelo SIS dado por las ecuaciones (12) se afiade la condicion de que el numero de susceptibles varia
proporcionalmente al nimero de infectados con una tasa . Esta condicion respondera al hecho de que, a
medida que un individuo aprende, existen mas conocimientos susceptibles a ser aprendidos. Considerando lo
anterior, el modelo (12) da paso al siguiente modelo:

S’ = (a+y)1—ﬂ%,5(0) =S, (13)

SI
I =ﬂﬁ —vyI,1(0) = I,.
Se tiene una dependencia de t en la relacion S(t) + I(t) = N(t) ya que la cantidad de poblacién no es
constante.
A continuacion se realiza un analisis de la estabilidad del sistema (13). El punto estacionario sera la solucion del
sistema de ecuaciones:

(a+y)1—ﬁ%=0

p= -yl =0.
Se calcula la matriz Jacobiana para luego evaluarla en el punto obtenido anteriormente:

= (5,0) (14)

as as 12 52

] —|9s a1 _ N2 N2 (15)
al  ai 12 ps? '
as oI N2 N2 Y

Al sustituir el punto estacionario en la matriz Jacobiana se obtiene:

0 a—ﬂ+y)’ (16)

cuyos valores propios son 1; = 0, 1, =  — y. Se obtiene entonces que el punto estacionario es estable
(estabilidad no asintdtica), cuando: S <. a7
Este comportamiento se puede observar en la figura 2. En esta se selecciona una combinacion de parametros de
forma que en la figura de la izquierda no se cumple la condicion (17), mientras que en la figura de la derecha si
se satisface, por lo que se muestra un comportamiento estable para el punto estacionario.

En esta primera variacion del modelo SIR se presenta un comportamiento en el cual no existe poblacion
recuperada, sino que los individuos que abandonan el grupo de los infectados pasan directamente a ser
susceptibles. Para este tipo de modelo, se obtiene la estabilidad en un punto (S, 0) cuando

p=<y.
Modelo SIS con a =0.1, B=0.5 and y=0.03 Modelo SIS con a =0.1, B=0.1 and y=0.2
60 20

—s/ —s

50

15
40
30 10
20

10

00— )
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
t t

Figura 2: Sistema SIS para dos combinaciones de parametros: a la izquierda, con punto estacionario
no estable; a la derecha, con punto estacionario estable.

5.2 Modelo SIRS
En esta seccion se estudia el modelo SIRS, uno de los més utilizados en el analisis de epidemias. En este se tiene
en cuenta la poblacion de recuperados R, o sea, la dindmica se manifiesta ahora de forma que los susceptibles

pasan a ser infectados y estos ultimos a ser recuperados. A diferencia del modelo SIR clésico, en esta nueva
variante, cierta parte de los individuos recuperados pasa nuevamente a ser susceptible (figura 3).
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Figura 3: Esquema del modelo SIRS.
Se asume que la proporcion de individuos recuperados que pasan a ser susceptibles por dia, 1, es fija. En el caso
de que n = 0, el modelo coincide con el SIR descrito por [10], dado en el Sistema de Ecuaciones Diferenciales
(1).
Como en el caso anterior, se considera también la variacion con tasa a de los susceptibles, proporcional al
numero de infectados.
Para estas condiciones el modelo es:

SI
§' = al = fo;+nR,S(0) = S,

(18)
I'=p2—yL1(0) = I
R' =yl —nR,R(0) = 0.
La matriz jacobiana del sistema es:
05 05 0 I(I+R) BS(S+R) pSI
as dl OR - a— n+—
o ol ol e N* e (19)
J=]1= = _|= II+R) pS(S+R) SI |
os ol oR NZ Nz YV TPz
or oR ok 0 y .
as dl OR
De forma analoga al caso anterior se puede hallar el punto estacionario a partir de la solucion del sistema de
ecuaciones
1 i +nR =0
asz Py tnR=
(20)
——yl=0
Py Y
yIl—mR =0
cuya solucion es (S;0;0).
Asi, la matriz jacobiana evaluada en dicho punto es:
0 a—pf n
J(5,0,0) = (0 p-v 0 ) (2]
0 v -
Modelo SIRS con a =0.1 B=0.5 y=0.03 and n =0.5 Modelo SIRS con a =0.1 B=0.1 y=0.2 and n =0.5
40 20
—s —sH
—/ “h
30 15
20 10
b ’ x
0 0 —
0 5 10 15 20 25 30 35 0 5 10 15 20 25 30 35

t t

Figura 4: Sistema SIRS: a la izquierda, comportamiento para un punto estacionario inestable; a la
derecha, para un punto estacionario estable.

y los autovalores son 4; = 0, 1, = B —y, 43 = —1. Asumiendo que todos los pardmetros son positivos, se
repite la condicion de estabilidad (17), para B < y; en otro caso es inestable. Estos comportamientos pueden
apreciarse en la figura 4, en la que nuevamente se seleccionan los pardmetros de forma que se aprecien ambos
comportamientos: el estable y el inestable.
Como se ha visto en esta seccion, el modelo SIRS aporta una mayor dinamica a la evolucion de las poblaciones.
A pesar de esto, la condicion de estabilidad es la misma que en el modelo SIS. A continuacion, se presenta otra
variacion del modelo SIR la cual también considera los tres grupos poblacionales y resulta de gran utilidad en el
proceso de aprendizaje.

5.3 Modelo SIRI
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Una variante que es interesante considerar es la del modelo SIRI. En este caso los individuos que abandonan la
poblacion de recuperados no pasan a ser susceptibles sino infectados (figura 5). Es necesario aclarar que esta
variante no es factible al intentar describir una epidemia, sin embargo, es muy provechosa para la adaptacion de
los modelos del proceso de ensefianza-aprendizaje que se presentan.

Figura 5: Esquema del modelo SIRI.
El sistema SIRI esta dado por las ecuaciones:
SI
§' = al = f=,5(0) =5,
I'= ==yl +1R,1(0) = I, (22)
R’ =yl —3R,R(0) = 0.

Para este sistema se sigue teniendo el mismo punto estacionario que el obtenido para el modelo SIRS, de la
forma (S;0;0) y la matriz jacobiana tiene una forma similar a (19):

I(I+R) SS(S+R) pSI
- N2 a- N2 n na
J= Il+R) pS(S+R) SI | (23)
NZ Nz VY P2
0 Y -1
Esta matriz, evaluada en el punto estacionario, resulta:
0 a—=p O
J(5,0,0) = (0 B=v n ) (24)
U
Los valores propios no nulos de esta matriz son:
1
—_ — 2 _
==z (VO =P+ 4B+ +n-p) 25)

1
Ay = 5(\/(V+n =P +anp—(y +n —/3))-
Notese que:

Vo +n=pr+amp> G +n-p* =y +n-pl.
Por tanto, se tiene que:

{/11>O,/12=0 si y+n—4>0 (26)
1=0,4,>0 si y+n—-p4<0.

Luego, siy +n — B # 0, el punto estacionario es inestable. La figura 6 muestran dos comportamientos, ambos

inestables, en los que inicamente cambia la velocidad de crecimiento del grupo de los infectados.

Modelo SIRI con a =0.1, B=0.5, y=0.03 y n =0.5 Modelo SIRI con a =0.1, =0.1, y=0.2 y n =0.5
50 60

—S —S
—1 —I
R 50 R

0 5 10 15 20 25 30 35 0 20 40 60 80 100 120 140
t t

Figura 6: Sistema SIRI para dos combinaciones de parametros
El término 7R en la ecuacion de los infectados permite que la evolucion de este grupo sea creciente para un
tiempo lo suficientemente grande. Este comportamiento inestable en todo momento hace que el modelo no se
identifique con el comportamiento de epidemia alguna. Notese, ademas, que esta condicion creciente de los
infectados subsiste con el crecimiento del resto de los grupos. El valor de R, que caracteriza la evolucion de la
epidemia pierde el sentido en esta propuesta de modelo. Este comportamiento es el que se asemeja al proceso de
ensefianza- aprendizaje.

6. APLICACION DE LOS MODELOS EPIDEMIOLOGICOS A LA DESCRIPCION DE UN PROCESO
DE ENSENANZA-APRENDIZAJE
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Como se menciona anteriormente, los modelos mostrados en (13), (18) y (22) se utilizan para describir el
proceso de aprendizaje de una persona. Podria considerarse que se intenta describir el proceso de aprendizaje de
un estudiante que recibe contenidos, ya sea guiados por un docente o por un aprendizaje autodidacta a través de
cualquier medio. Se tienen en cuenta las tres clases de poblacion S, I y R, sin embargo, para la descripcion del
proceso de interés, la interpretacion de los grupos es la siguiente:

. Susceptibles (S): los elementos que la persona pudiera aprender
. Infectado (I): los elementos que la persona conoce
. Recuperado (R): los elementos que la persona ha olvidado.

El proceso de aprendizaje se concibe de la siguiente forma: se cuenta inicialmente con un grupo de
conocimientos susceptibles a ser aprendidos, con dependencias entre ellos. Cuando las dependencias de cierto
conocimiento se encuentran en el conjunto de los aprendidos, entonces existe cierta probabilidad de pasar del
grupo de los susceptibles al grupo de los conocimientos aprendidos (figura 7).

Susceptible Aprendido

Figura 7: Esquema de aprendizaje.

Se supone, ademas, que los conocimientos susceptibles a aprender aumentan proporcionalmente al nimero de
conocimientos aprendidos. Esto significaria que, a medida que el individuo aprende nuevos contenidos, le es
posible entender nuevos temas, con lo cual, hay mas contenido en el grupo de los susceptibles.

A partir de que los conocimientos se encuentran en el grupo de los aprendidos, el proceso de aprendizaje puede
continuar con una de las siguientes variantes, en correspondencia con los modelos presentados anteriormente:

L]

Susceptible — Aprendido

Figura 8: Esquema de aprendizaje de la variante SAS.

SAS: Del grupo de los conocimientos aprendidos, el cual se hace corresponder con la clase I, el
conocimiento puede pasarse con cierta probabilidad nuevamente al grupo de los susceptibles. En este paso se
tiene en cuenta que un conocimiento no puede hacer este transito en el mismo instante de tiempo en que es
aprendido. Este comportamiento se corresponde con el modelo SIS dado en las ecuaciones (13).

SAO: Debe tenerse en cuenta que, una vez aprendido y luego olvidado un conocimiento, el proceso de
aprendizaje de este no comienza desde el punto inicial. Es decir, un conocimiento que ha sido olvidado es mas
sencillo de aprender que un conocimiento que nunca ha sido visto. Es por ello que se considera esta otra variante
en la que, del grupo de los conocimientos aprendidos, I, puede pasarse con cierta probabilidad al grupo de los
olvidados, que estamos denotando por R, igualmente, teniendo en cuenta de que no se puede olvidar un
conocimiento inmediatamente después de ser aprendido.

En este punto, se presentan dos variantes para la continuacion del proceso de aprendizaje:

SAOS: Un conocimiento que se encuentra en el grupo de los olvidados tiene posibilidad de regresar al
grupo de los susceptibles si sus dependencias estan satisfechas, o sea, que las dependencias de estos
conocimientos deben formar parte del conjunto de conocimientos aprendidos. Este comportamiento se
corresponde con el modelo SIRS dado por las ecuaciones (18).

SAOA: Un conocimiento que se encuentra en el grupo de los olvidados tiene posibilidad de regresar al
grupo de los aprendidos. Este comportamiento se corresponde con el modelo SIRS dado por las ecuaciones (22).

| | ]

Susceptible —— Aprendido }—~ Olvidado ‘ Susceptible —— Aprendido —— Olvidado
Figura 9: Esquema de aprendizaje de la variante SAOS. Figura 10: Esquema de aprendizaje de la variante SAOA.

Se considera que esta tltima variante refleja mejor el proceso real de aprendizaje. En el caso de la variante
SAQS, los conocimientos olvidados pasan a ser susceptibles, o lo que es lo mismo, comienzan el proceso de
aprendizaje desde el punto inicial. Sin embargo, un conocimiento que ha sido aprendido con anterioridad es
mucho mas facil de incorporar nuevamente que un conocimiento que nunca se ha visto.

En la variante SAOA, los conocimientos olvidados pasan a ser aprendidos nuevamente, sin tener que transitar
previamente por el grupo de susceptibles.

A continuacion, se ilustra un proceso de aprendizaje para esclarecer la situacion que se quiere modelar y los
valores numéricos que se pretenden obtener. Se ha tomado como referencia la asignatura de Algebra Lineal
impartida en el primer aflo de varias carreras de ingenieria.

Es comn encontrar las siguientes tematicas en el plan de estudios de ese afio académico:
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Definicion y propiedades de vectores

Operaciones con vectores

Definicion y propiedades de matrices

Operaciones con matrices

Dependencia e independencia lineal de vectores

Definicion de espacios vectoriales

Generador, base y dimension de un espacio vectorial

. Matriz de cambio de base

Estos temas pueden identificarse como el campo de conocimientos a impartir. Estos tienen relacion entre si, una
relacion que podria llamarse dependencia, en el sentido de que, por ejemplo, no puede aprenderse el tema de
operaciones con vectores si no se ha aprendido el tema de definicion y propiedades de vectores. De este ltimo
tema depende también el tercero, definicion y propiedades de matrices. Las operaciones con matrices, por su
parte, dependerian del primero y el tercer tema.

De hecho, se pueden definir las dependencias para cada uno de los temas de la siguiente forma:

PNAL AW~

Temas Dependencias

Definicion de propiedades de vectores

Operaciones de vectores Definiciones y propiedades de vectores

Definicion y propiedades de matrices | Definiciones y propiedades de vectores

Operaciones con matrices Definiciones y propiedades de vectores
Definiciones y propiedades de matrices

Dependencia e independencia lineal Deﬁnlcllones y propleQades de vectores
Operaciones con matrices

Definicion de espacios vectoriales Definiciones y propiedades de vectores

Generador, base y dimension Dependencia e independencia lineal de vectores

Definicion de espacios vectoriales

Matriz de cambio de base Definicion de espacios vectoriales

Generador, base y dimension de un espacio vectorial
Tabla 1: Dependencias de los temas a aprender.

Si se identifican los conocimientos con el orden numérico de la lista, la tabla 1 de dependencias queda escrita

como se muestra en la Tabla 2.

Temas Dependencia 1 | Dependencia 2
1

2 1

3 1

4 1

5 1 4

6 1

7 5 6

8 6 7

Tabla 2: Dependencias de los temas a aprender (numerados).
Esta tabla se le denomina matriz de conocimientos, en la cual se tendra una primera columna con la numeracion
de los temas a aprender y el resto de las columnas corresponderan a las dependencias de estos conocimientos.
En dicha matriz, los espacios vacios en las dependencias se sustituyen por el valor 0, o sea, que la matriz de
dependencias se puede apreciar en la tabla 1.

@

NOoOUT AW N =
Ul R R R RO

NOoOOoO H» WO OO

8 6
La matriz de conocimientos se generara de forma automatica, para después ser utilizada en la simulacion del
proceso de aprendizaje. Con la matriz de conocimientos del ejemplo anterior se puede ver que, al inicio del
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proceso, el inico conocimiento susceptible de ser aprendido es el niimero 1: Definicion y propiedades de
vectores, pues es el que no tiene ninguna dependencia de conocimientos anteriores. Una vez que se aprenda este
conocimiento, se incorporan al grupo de los susceptibles los conocimientos 2 y 3, y asi sucesivamente.

Con la presentacion de las variantes anteriores, ha quedado identificado el proceso de aprendizaje con los
modelos matematicos SIS, SIRS y SIRI. Para comprobar la factibilidad de estos modelos, se ha decidido generar
ciertos datos que simulen el proceso de aprendizaje descrito anteriormente.

6.1 Generacion de la matriz de conocimiento

De inicio, se genera una matriz en la que los conocimientos estan representados por niimeros en la primera
columna de la misma. El resto de las columnas representaran las dependencias del conocimiento de la fila en
cuestion.

Para realizar las simulaciones del proceso de aprendizaje propuesto, esta matriz se genera de forma automatica a
partir de una funcidn que recibe como parametros de entrada la cantidad de conocimientos (N), la cantidad de
dependencias méaximas de cada conocimiento (n) y el numero de conocimientos sin dependencias (p). El
algoritmo dado en la tabla 3 muestra el proceso para la generacion de la matriz de conocimientos.

Algoritmo 1: Generacion de la matriz de conocimiento

Entrada: N, n,p
Inicializar matriz de conocimientos My yp 41

Escribir en cada fila un numero aleatorio k < p de dependencias
Tabla 3: Proceso para la generacion de la matriz de conocimientos.

La tabla 4 refleja un ejemplo de matriz de conocimientos. Se representan 10 conocimientos diferentes en la
primera columna de la matriz y cada uno de ellos tiene, como maximo, 3 dependencias. El valor 0 en las
columnas 2 a la 3 representa la no dependencia. En el caso que se presenta en la tabla 4 tenemos que los 3
primeros conocimientos no tienen dependencia de ningtin otro. El conocimiento 4 depende de los conocimientos
1 y 2. El conocimiento 5 depende solo del conocimiento 3. El conocimiento 7 depende de los conocimientos 2, 3
y 4. La matriz de conocimientos estara siempre organizada de forma que el conocimiento i pueda tener
dependencia solamente de los i — 1 conocimientos anteriores.

Conocimiento | Dependencia 1 | Dependencia 2 | Dependencia 3
1 0 0
2 0 0 0
3 0 0 0
4 1 2 0
5 3 0 0
6 2 0 0
7 2 3 4
8 3 4 6
9 2 0 0
10 4 0 0
Tabla 4: Matriz de conocimientos, con 10 contenidos diferentes. Los primeros contenidos no tienen
dependencias.

Dado este algoritmo para la generacion de la matriz de conocimiento se puede advertir que, si bien existe un
numero maximo de dependencias para cada conocimiento, el hecho de que no todos tengan el mismo numero de
dependencias se puede interpretar como que un conocimiento es mas facil o mas dificil que otro. Esto significa
que no todos los conocimientos tienen la misma probabilidad de ser incorporados al grupo de los susceptibles.
Esta diferencia entre las probabilidades quedaria matizada o acentuada por la cota que se imponga para el
numero de dependencias.

Ya que el algoritmo escoge el nimero de dependencias para cada conocimiento de forma aleatoria, siempre
menor que la cota impuesta, si el rango de seleccion es amplio, existen conocimientos que tienen mucha menos
probabilidad de pasar a ser susceptibles que otros.

En esta seccion se ha mostrado como se genera la matriz de conocimientos con la que es simulado el proceso de
aprendizaje. Este es el primer paso en el proceso de simulacion. Basandose en esta matriz, se muestra en la
proxima seccion como se generan los distintos procesos de aprendizaje segun las variantes SAS, SAOS, SAOA,
presentadas anteriormente.

6.2 Generacion de la representacion del proceso de aprendizaje
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Como se sefiala en la seccion anterior, los conocimientos han sido identificados con nimeros. Con lo cual, la
generacion del proceso de aprendizaje consiste en simular numéricamente el ciclo de aprender-olvidar
conocimientos y obtener, para cada instante de tiempo t, el nlimero de conocimientos susceptibles a aprender, el
numero de conocimientos aprendidos y, en el caso de los modelos SIRS y SIRI, el nimero de conocimientos
olvidados. La medicion de los conocimientos adquiridos ha sido estudiada con anterioridad, sobre todo en
materia de ciencias. El investigador Aikenhead [3], muestra técnicas para llevar a cabo este proceso por medio
de la clasificacion de los distintos tipos de pruebas, en dependencia de qué aspecto quiere medirse: la
comprension, la influencia social, etc.
La estructura de la materia a partir de conceptos hace mas sencillo el proceso de medicion. Es por ello que
existen ya resultados que muestran estas medidas separadas por variables que atienden el pensamiento del
estudiante, la profundidad de la interpretacion, el contenido matematico, etc [11].
En la presente seccion se concibe un proceso de ensefianza-aprendizaje que se corresponde con los modelos
epidemioldgicos dados en la seccion anterior. Se entiende ahora por poblacion al conjunto de conocimientos. De
esta forma, los transitos de los conocimientos por los distintos grupos, descritos por las variantes SAS, SAOS o
SAOA, se identifican con los modelos matematicos (13), (18), (22) como:
SAS & SIS
SAOS < SIRS (I1)
SAOS < SIRI
Seguidamente, se ha construido una representacion (numérica) del proceso de enseflanza-aprendizaje. En este,
en cada instante de tiempo el estudiante aprende cierta cantidad de conocimientos y olvida otra cantidad de
conocimientos. En la simulacion del proceso se ha considerado una cantidad méaxima de contenidos a
incorporar, a aprender o a olvidar. Estas cantidades se definen al inicio del proceso.
El algoritmo mostrado en la tabla 5 es el que se ha utilizado para simular el proceso de aprendizaje para la
variante SAS, correspondiente al modelo SIS dado en (13).
Algoritmo 2 Proceso de ensefianza-aprendizaje segin modelo SIS
1.Inicializacion
- I, 4, = nmimero méximo de contenidos a aprender en un instante de tiempo
- R4, = numero méximo de contenidos a olvidar en un instante de tiempo
- Ny = NUMero maximo de contenidos nuevos a afladir como susceptibles
- gy = Numero maximo de pasos temporales
- D = arreglo con conocimientos disponibles
- § = arreglo con conocimientos susceptibles
- [ = arreglo con conocimientos aprendidos
- R = arreglo con conocimientos olvidados
2.Escoger un nimero aleatorio d < n,,,, de elementos de D
3.Incorporar a S los elementos escogidos en 2 cuyas dependencias estan en /
4.Escoger un nimero aleatorio ¢ < I,,, de elementos de S que pasan a /
5.Escoger un niimero aleatorio b < R,,,,, de elementos de / que pasan a S
6.Volver al paso 2 t,, ., veces
Tabla 5: Algoritmo 2.
La tabla 6 muestra los primeros instantes de un proceso de aprendizaje segun la variante SAS asociado a la
matriz de conocimientos tabla 4. En el instante inicial la “poblacién de conocimientos”, N, es 4, de ellos, 2 en el
grupo de los susceptibles y 2 en el grupo de los aprendidos. En el instante de tiempo 1 se incorpora el
conocimiento 6 al grupo de los susceptibles, pues este tiene sus dependencias satisfechas. El conocimiento 3
pasa al grupo de los aprendidos en este instante de tiempo. Para t = 2 el conocimiento 1, que se habia
aprendido, es olvidado por el estudiante y pasa al grupo de los susceptibles. Se incorpora a este grupo el
conocimiento 5y se aprende el conocimiento 4. Este proceso continila mientras se van guardando, en la tabla de
la derecha, la cantidad de conocimientos susceptibles y aprendidos en cada instante de tiempo.

t [Con.S Con. I t S 1 N
0 34 1,2 0 |2 2 4
1 4,6 1,23 1 2 3 5
2 1,5,6 2,3,4 2 3 3 6
3 3,5,6,7.9 1,24 3 5 3 8
4 3,5,7,10 1,2,4,6,9 4 14 5 9
5 2,5,7 1,3,4,6,9,10 5 3 6 9
6 2,6,7,8,10 1,3,4,5,9 6 5 5 10

Tabla 6: Ejemplo de un proceso de enserianza-aprendizaje segun la variante SAS.

La simulacion del proceso de aprendizaje segun la variante SAOS es un poco mas compleja puesto que hay que
tener en cuenta otros detalles: como se explica anteriormente, en esta variante se consideran los conocimientos
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olvidados, los cuales pueden permanecer en este grupo hasta tanto estén satisfechas las dependencias para
regresar al grupo de los susceptibles. El proceso de aprendizaje en este caso se muestra en la tabla 7.

Algoritmo 3 Proceso de ensefianza-aprendizaje segin modelo SIRS

1.Inicializacion

- I, 4, = nmimero méximo de contenidos a aprender en un instante de tiempo

- R4, = numero méximo de contenidos a olvidar en un instante de tiempo

- Ny = NUmMero maximo de contenidos nuevos a afadir como susceptibles

- gy = Numero maximo de pasos temporales

- D = arreglo con conocimientos disponibles

- § = arreglo con conocimientos susceptibles

- [ = arreglo con conocimientos aprendidos

- R = arreglo con conocimientos olvidados

2.Escoger un nimero aleatorio d < n,,,, de elementos de D

3.Incorporar a S los elementos escogidos en 2 cuyas dependencias esten en /

4.Escoger un nimero aleatorio ¢ < I,,,,, de elementos de S que pasan a /

5.Escoger un niimero aleatorio r < R, de elementos de / que pasan a R

6.Escoger un nimero aleatorio b < R,,,,, de elementos de R que pasan a S

7.Volver al paso 2 t,,,, veces

Tabla 7: Algoritmo 3.

La tabla 8 propone un ejemplo del proceso de ensefianza-aprendizaje generado a partir de la matriz de
conocimientos mostrada en la tabla 4. A diferencia del ejemplo de la tabla 6, en esta se incorporan
conocimientos al grupo de olvidados (R) en lugar de pasar directamente a los conocimientos susceptibles. Esta
diferencia se aprecia a partir de t = 3, donde se olvida el conocimiento 1 y queda retenido en el grupo de los
olvidados hasta t = 5. En el paso t = 3 se olvida el conocimiento 3 pero vuelve al grupo de los susceptibles en
el siguiente paso. Este proceso podra simularse con el sistema de ecuaciones diferenciales (18); en la figura 11
se muestran los resultados de la simulacion, para valores fijos de R, = 5, ynax = 20y, en las figuras 11(a),
11(b) y 11(c) se varia el valor de I,,,, a 5, 10 y 15 respectivamente.

t [Con.S Con. I Con. R t S 1 R N
0 34 1,2 0 0 |2 2 0 4
1 4,6 1,2,3 0 1 2 3 0 5
2 5,6 2,34 1 2 |2 3 1 6
3 5,6,7,9 2,4 1,3 3 4 2 2 8
4 3,5,7,10 4,6,9 1,2 4 |4 3 2 9
5 1,5,7 3,4,6,10 2,9 5 3 4 2 9
6 1,2,8,7 3,4,5,6,10 9 6 |4 5 1 10
Tabla 8: Ejemplo de un proceso de ensefianza-aprendizaje segun la variante SAOS correspondiente al modelo
SIRS.
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Figura 11: Resultados de la simulacion un proceso de ensefianza-aprendizaje segun la variante SAOS

correspondiente al modelo SIRS.

Estos procesos de aprendizaje son los ilustrados en la figura 3, pero a mayor escala. Se han simulado los
procesos con una matriz de 300 conocimientos, variando la cantidad maxima de conocimientos aprendidos, 1,4,
en cada instante de tiempo mientras que se mantuvieron constantes la cantidad maxima de conocimientos
olvidados en R4, = 10 y la cantidad maxima de conocimientos incorporados a los susceptibles 1n,,,,, = 20. En

140



la primera columna de iméagenes se toma I,,,,,, = 5, en la segunda columna I,,,,,, = 10 e I,,,, = 15enla
tercera. Vale sefialar que, en el caso en el que I, < R4, €l nimero de conocimientos aprendidos tiende a 0,
en concordancia con los analisis de estabilidad para los dos modelos mostrados anteriormente. El aumento del
valor de I, en las columnas 2 y 3 deviene en un incremento de la tasa de crecimiento en los conocimientos
aprendidos. Notese ademas que, cuando la cantidad de conocimientos a aprender por instante de tiempo es
suficientemente grande, apenas existe diferencia entre las variantes de aprendizaje utilizadas. Esto nos dice que
la diferencia en el proceso de aprendizaje se aprecia cuando existe mas similitud entre la cantidad de
conocimientos aprendidos y olvidados.

7. CONCLUSIONES

La concepcion de un modelo matematico aplicado a la descripcion del proceso de ensefianza-aprendizaje,
constituy6 el centro de atencidon de esta investigacion. En este trabajo se han hecho tres propuestas de modelos
de ecuaciones diferenciales para simular el proceso de ensefianza-aprendizaje de una persona, estos han surgido
como variaciones del modelo SIR. Las modificaciones realizadas consistieron en la incorporacion de una tasa de
crecimiento proporcional al grupo I en la ecuacioén de S y la incorporacion al grupo I (en lugar de a S) de la
proporcion de elementos que abandonan el grupo R. Con esto, se refleja nuevamente la adaptabilidad del
modelo SIR para la descripcion de distintas dindmicas, incluso, fuera del campo de las epidemias. Se ha
considerado una tasa de crecimiento proporcional al nimero de infectados la cual parece simular de forma
apropiada el proceso de la incorporacion de contenidos a medida que se va desarrollando el proceso de
ensefianza-aprendizaje. A partir del analisis de estabilidad de las tres variantes, el modelo SIRI es el que mejor
describe la dinamica del proceso de aprendizaje, puesto que su punto estacionario tiene un comportamiento
inestable, con lo cual, siempre habra una tendencia a aumentar el nimero de conocimientos aprendidos. Durante
el proceso de simulacion se ha constatado que, la diferencia entre las variantes simuladas del proceso de
aprendizaje se aprecia cuando existe mas similitud entre la cantidad de conocimientos aprendidos y olvidados:
aunque las variantes SAS y SAOS mantienen un comportamiento similar.
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