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ABSTRACT

In this work we present the numerical resolution of an initial and boundary value problem associated to one non-homogeneous
parabolic EDP over a 2D domain with an isosceles triangle shape, using the explicit finite difference method (FDM) on an
uniform mesh. The proposed numerical scheme combines a nine points stencil to approximate the solution in the nodes not
adjacent to the boundary represented by the hypotenuse, and another one of eight points to approximate the solution in those
that are adjacent to such boundary. By a standard analysis of FDM's it is demonstrated that the numerical scheme is stable, and
this result is corroborated with numerical experiments.
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RESUMEN

En este trabajo presentamos la solucién numérica de un problema de valor inicial y de frontera asociado a una EDP parabdlica
no homogénea sobre un dominio 2D con forma de triangulo isdsceles, empleando el método de diferencias finitas (MDF)
explicito en una malla uniforme. El esquema numérico propuesto combina un esténcil de nueve puntos para aproximar la
solucion en los nodos adyacentes a la frontera representada por la hipotenusa, y otro de ocho puntos para aproximar la solucién
en aquellos nodos que son adyacentes a tal frontera. Por un analisis estandar de MDF's se demuestra que el esquema numérico
es estable, y este resultado es corroborado con experimentos numéricos.

PALABRAS CLAVE: Diferencias finitas, estabilidad, experimentos numéricos.

1. INTRODUCCION

Este trabajo tiene la finalidad de aplicar el método de diferencias finitas (denotado en lo sucesivo por MDF) para la
resolucion numérica de un problema de valor inicial y de frontera de la EDP parabdlica no homogénea:

ou
E — AU = f (1-1)

sobre un dominio bidimensional €, de frontera denotada por 99, con la forma de triangulo isosceles y coordenadas
arbitrarias en el plano cartesiano (x, y) para sus vértices, donde el Laplaciano AU es definido de manera estandar
por:

_ 0°U 0%*U

AU .
d0x? + dy?
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Para realizar una implementacién computacional del MDF de manera sistematica, se propone una transformacion
lineal de coordenadas que convierte al triangulo Q U dQ dado en el plano (x, y) a otro equivalente en el plano (X, §),
denotado Q U a0 y sobre el cual la EDP equivalente es:

ou 2

5 "AU=T1, (1.2)

en donde U y f representan a U y f, respectivamente, en las coordenadas (%,7) y el AU se define de la siguiente
manera:

Ag 22U %0 0%*0

T ox2 T orop + ap?”

Debido a la forma particular de este dominio, el MDF tradicional basado en diferencias centradas espaciales que se
aplica sobre dominios bidimensionales cuadrados o rectangulares, para aproximar el término AU, no puede ser
aplicado con un esténcil de 9 puntos en los nodos interiores que son adyacentes a la frontera del tridngulo y que
coincide con su hipotenusa. Esto se debe a que uno de los nueve nodos del esténcil queda fuera del dominio y la
informacidn que se requiere sobre tal nodo para el codmputo numérico de la derivada cruzada sobre dicho nodo no
existe.
Por lo anterior, en este trabajo se sigue la idea propuesta por Li y Tang (1996) en [5] para aproximar la solucion
exacta del problema de valor inicial y de frontera de la EDP parabdlica no homogénea (1.2) mediante la formulacion
de dos esquemas numéricos explicitos en diferencias finitas de orden dos con respecto al paso de discretizacion
h > 0y otro de orden uno con respecto al paso de discretizacion temporal At > 0. Respecto a los esquemas para la
discretizacion espacial, uno fue disefiado en base a un esténcil a 9 puntos para los nodos internos que estan alejados
de aquellos que conforman la hipotenusa del triangulo y otro basado en un esténcil a 8 puntos para los nodos
internos de la regién computacional que son adyacentes a los nodos de la frontera definida por la hipotenusa del
triangulo. La estabilidad del algoritmo resultante con estos esquemas numéricos se determina estableciendo el mayor
rango dentro del cual el parametro 5 := At/h? garantiza la convergencia de los dos esquemas en diferencia finita;
empleando el andlisis de estabilidad estdndar para MDF's [7].
La implementacién del algoritmo numérico asociado a la combinacion de los esquemas en diferencias finitas con
dos esténcils fue llevada a cabo definiendo dos subconjuntos de nodos internos para los cuales cada esquema es
valido. Un problema de valor inicial y de frontera de la EDP parabélica no homogénea (1.2) con solucién exacta
particular fue disefiado para probar el desempefio del método numérico en cuanto a estabilidad y convergencia, y se
puso en evidencia que el método numérico basado en el MDF y los dos esténcils es estable tomando los pasos At y h
tales que B estuviera en el rango establecido te6ricamente.
Para el buen entendimiento de este trabajo, el mismo fue organizado de la manera siguiente: en la seccion 2 se
describe el modelo matematico cuya solucion fue aproximada mediante el método de diferencias finitas. La seccion
3 fue dedicada al proceso de transformacion geométrica y la reformulacién del problema en uno equivalente bajo
esta transformacion. En la seccion 4 se deduce el método numérico en diferencias finitas para aproximar la solucion
del problema planteado sobre el triangulo isésceles, ademas se enuncia un resultado de estabilidad numérica basado
en el andlisis estandar de los MDF's. Finalmente, en la seccidn 5 se verifica el resultado tedrico de estabilidad del
método numérico y su desempefio con respecto a la exactitud, y en la seccion 6 se exponen las conclusiones
obtenidas en el trabajo.

2. EL MODELO COMPLETO

Sea el triangulo rectangulo de vértices P, = (0,0), P, = (1,0) y P; = (1,1) cuya hipotenusa es el segmento de recta
que une los puntos P; y P;. Este triangulo representa un dominio & < R? que en lo sucesivo se define como el
siguiente conjunto:
Q={xy)ER? 0<x<1 0<y<x}

Por otro lado, la frontera d(} viene descrita por Q = I; U I, U T3, en donde

I ={(x0);0<x<1} L={{1y); 0<sy<1} vy DL={(x); 0<x<1}.
Con la definicion de estos conjuntos y considerando [0, T] < R un intervalo para la variable temporal ¢, el modelo
matematico consiste en encontrar una funcién U(x, y,t) tal que:
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ou
E(x;y’t) - AU(x;y’t) = f(x;y’t)’ (x,}’) € Q’t € (OIT]I
U(xfyv 0) = Uo(x'}’)i V(X:Y) € 'Q!
Ulx,y,Dlr, =U,(Ly,t); Yy €|[01], vt€[0,T],
U(x!yf t)|F3 = U3(xl X, t)! Vx € [011]! vVt € [01 T]
En este modelo, como es usual, AU representa el Laplaciano de la funcién en 2D definido por
AU = 0%U N 0%U
) T ox? o ox?’
Por otro lado f, Uy, Uy, U, y Us son funciones dadas.

3. TRANSFORMACION GEOMETRICA Y REFORMULACION DEL PROBLEMA

Con la finalidad de emplear el método de diferencias finitas restringido al dominio bidimensional en la forma de un
triangulo como lo presentan Li y Tan en [5], se introduce una transformacion geométrica que a cada punto (x,y) €
Q U 0Q le asigna el punto (%,9) en el triangulo O U 80 de vértices P, = (0,0), P, = (1,0) y P, = (0,1). Es decir,
sobre el tridngulo en el plano de coordenadas Xy que se define como el siguiente conjunto:
Q={®PER? 0<x<1 0<y <&}
cuya frontera dQ) viene descrita por Q =, U T, U T, con
I ={®0); 0<2<1}, L={&1-%);0<x<1} vy ={09); 0<y<1}.
La transformacion del triangulo Q U 9Q al triangulo Q U a9 se define por medio de la inversa de la aplicacion
F:Quad - Quan

tal que

x@y) =%+ yE&EI =7
Ya que dicha transformacion es lineal, entonces su inversa es la aplicacion

FhQuan-QQual

tal que

,y)=x-y, yxy)=y
Si se tiene en cuenta que toda funcién v definida sobre el tridngulo Q U 0Q es de la forma v = v(x, y) entonces bajo
la transformacion (%,7) — F(X,9) = (x,y) se tendra que

v(x,y) = v o F(2,9) = 0(2,9). -
Esto indica que de esta manera se obtiene la funcion ¥ definida sobre el triangulo Q U Q. En este mismo orden de
ideas se puede probar que el Laplaciano de ¥ queda expresado como:

Ap = 2 %0 0’0 9*D
v = ﬁ - W + a—},;z

Ahora, el problema formulado sobre el triangulo O U 0Q y todo tiempo t € [0, T] consistird en: encontrar una
funcion U (%, 9, t) tal que:

Z—lt](f,y, t)—AU®,9,t) = f(&Z9,t); %9 e, te(0,T],
U(%,9,0) = U,(%,9); VY(xy) €Q,
U9, t)| = ﬁ (2,0, t); vz €[0,1], vt €[0,T], (3.1)
l7(3?,37,t)| =l7( —%t); vze[0,1], vte[o,T],
17(92,9,1:)| = U;(0, y,t) vy €[0,1], vt €[0,T].
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4. METODO NUMERICO

4.1. Discretizacion del dominio y los operadores diferenciales

En primer lugar, se cubre el dominio triangular O usando una malla uniforme con un paso h := 1/N tanto para el eje
X como para el eje 9; siendo N un namero entero positivo dado. En lo sucesivo los puntos de la malla se denotan por
(i,jyconi,j=1,2,..,N+1(ver (a) en la Figura 1), y al usar un esténcil centrado en (x,9) a 9-puntos: (X,¥),
E+h)), &I+, E-h)Y, EXI-h,E+hy+h), E-—hy+h), Z—hy—h)yE+hy—h), los
mismos seran denotados por lo nimeros: 0, 1,2, 3,4, 5, 6,7 y 8, respectivamente (ver (b) en la Figura 1). El esquema
numérico se construye en la regién computacional definida por el siguiente conjunto:

A={G,j); 2<j<N-1, 2<i<N-j+1}

En (a) de la Figura 1, se ilustran los puntos de A que no son adyacentes a la frontera del dominio marcandolos con la
equis y los que son adyacentes a la frontera del dominio se marcan con un rectangulo.

M+

H-1
H-2
H-3

BoR W R

(a)

Figura 1: Dominio computacional: discretizacion de 0 U 9Q).

Adicionalmente la frontera de la region computacional se denota por d A y define como
6A:6A1 U 6A2 U 8A3
endonde d Ay, @ A, y @ A5 son los siguientes conjuntos

dn ={(ij); 1<i<N+1, j=1}
a6, ={@i,)); i=j, 1<j<N+1}
dr;={()); 1<j<N+1, i=1}
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Los esquemas numéricos para discretizar los operadores diferenciales se obtienen mediante férmulas de diferencias
finitas centradas, de segundo orden respecto a h, en el esténcil de 9 puntos. Para una funcion [0,T] 3 t — U(t),
estas formulas vienen dadas por:

azﬁ_ﬁl+ﬁ3—2U

0
=——— — +0(h?,
0x? h? o)
azl’j ﬁz+ﬁ4_zﬁo
=—————+0(h?, .
= A4 0(h?) (41)
azl’j ﬁS_ﬁ6+ﬁ7_ﬁ8
= O(h?).
%09 4h2 + 0%

Debe tenerse especial cuidado en los puntos de la malla que estan mas cercanos a la hipotenusa del triangulo Q U Q.
debido a que falta el punto 5 (esta fuera de la region de interés). Por esta razdn, es necesario emplear una férmula de
diferencias para discretizar la derivada cruzada 02U/ d% 99 empleando ahora un esténcil de 8 puntos. El esquema de
aproximacion por diferencias finitas en este tipo de esténcil no simétrico se encuentra documentado muy bien en la
literatura sobre el método de diferencias finitas; ver por ejemplo [1] y [4]. En tal sentido, lo que se hace es tomar

- 8
o0 Y 0+ o) (42)
—— = C; . .
0X0) < . bt
i=
y realizar una expansion en serie de Taylor entorno al punto central 0 del esténcil sobre cada término en la sumatoria
hasta un orden O(h*). A continuacion, se igualan los coeficientes correspondientes a cada lado para todas las
derivadas parciales. Esto proporcionara un sistema lineal de nueve ecuaciones con nueve incognitas. Tomando

cs = 0, se obtiene

1 1 1
CO — hz , Cl j— CZ j— C3 j— C4 j— 2h2 CS j— C6 j— 0, C7 j— CB j— 2h2
lo cual proporciona el siguiente esquema:
0’0 U, +U,+U0;,+0,-20,-U0,—- 10
1 2 3 4 0 6 8 O(hz). (4.3)

X0y 2h2

Finalmente, para un paso de discretizacion At > 0, sea t,, = mAt, m = 0,1,2, ..., M, una sucesiéon de nodos que
discretizan del intervalo [0, T] en subintervalos I, = [t,,, tm+1]; Siendo M el maximo entero tal que t,, < T. Si se
denota por U la aproximacion de la funcion U(%,9,t) en el punto (fl-,yj, tm) del espacio-tiempo computacional,
entonces el operador derivada parcial respecto del tiempo de la funcion U se puede aproximar usando un esquema
de diferencias finitas de orden uno con respecto a At. Con esto, se tiene que:

ifm+1 _ fJ

1l om
E(fi,yj,tm): 0 o ® +o(AD). (4.4)

4.2. Discretizacion del modelo usando los operadores en diferencias finitas

Para encontrar las ecuaciones en diferencias finitas que representan la discretizacion completa del problema (3.1), se
restringen a t,, los esquemas en diferencias centradas a 9 y 8 puntos dados en (4.1) y (4.3) y luego se sustituyen
junto con el esquema (4.4) en la ecuacion de derivadas parciales. La funcion lado derecho f simplemente se evalla

en el punto computacional (J?i, Vi tm) para los (i,i) €A y todo 0 < m < M. Posteriormente, la funcién que

representa la condicidn inicial se evalGa en los puntos computacionales (J?L-,fzj,o) para todo (i,j) € A, y las que
representan a las condiciones de fronteras, o trazas de la funcion U, se evaltan directamente sobre los puntos

computacionales (£;, 9;, t,,,) para los cuales (i,j)) €0 Ay 0 <m < M.
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4.2.1. Ecuaciones en diferencias finitas para los puntos interiores

Teniendo en cuenta que la restriccidn a t,,, de los esquemas en diferencias centradas a 9 y 8 puntos dados en (4.1) y
(4.3) queda expresada como

920|  Or+0r - 207
= 0(h?),
0x? . h? + 0%
020 O+ O — 207
— 2
57| = % + 0(h?),
277 fm fTm jm ifm fTm (45)
a°U Ut -Ug+ U7 - U L o)
0z9y|, 4h? ’
220 or+ 05+ 0+ 0 =200 — 0 — O
S — 1 2 3 4 0 6 8 + O(hz),
ox 0y 2h?

tm
entonces la sustitucion de estos esquemas junto con el esquema (4.4) en la EDP del problema (3.1) proporciona la
siguiente expresion:
Ogt —Op _ (O + 05 =205 (03 = 0y + Oy — Oy
At h2 4h2
or+ 05— 208
+< 2 4 0

h2

También se debe tener en cuenta que los nodos interiores de la region computacional A que se emplean son los que
vienen dados en el siguiente subconjunto

A= {(i,j); 2<j<N-3, 2<i<(N- ])—I}CA

) + fm1 4+ 0(h?) + 0(At)

Ahora, suprimiendo los términos 0(h?) y O(At), reorganizando los términos con el super-indice m del lado
derecho, se obtiene el siguiente esquema en diferencias finitas FTCS (Forward Time Centred Space): Dado el dato

inicial U0 y la funcién lado derecho f” en cada (i,j) € A encontrar U”, para cadam = 1,2,..M, y en cada
(i,j) € A, mediante la ecuacidn en diferencias:

ﬁm+1 ﬁ(2U1+1] + Zulmlj + Ul]+1 + fjin]l'—l (Uz+1]+1 Um11+1 + Uz 1,j-1 Uir-ri-ll,j—l)
+ (1 - 6T + AtfT,

(4.6)

donde B := At/h?. Sin embargo, de manera alternante en el algoritmo, este esquema debe cambiarse por uno que se
genera usando la expresién (4.3) para aproximar la derivada cruzada en todos aquellos puntos (i,j) € A cercanos a
la frontera computacional que corresponde a la hipotenusa del triangulo. Es decir, para los puntos (i, j) € A tales que
3<j<N-3ei=N-—j, donde los valores de ﬁ{ﬁji,ﬁl no estéan disponibles para el célculo debido a que el punto
(fiﬂ,yjﬂ, tm) que le corresponde se encuentra fuera de la malla. En este sentido, el esquema FTCS a emplear para
el conjunto

A={(i,j); 2<j<N-2, i=N—-jlca

es el siguiente: Dado el dato inicial 173 y la funcion lado derecho fU en cada (i,j) € A encontrar U™, para cada

i,j?
m=1,2,..M,yen cada (i,j) € A, mediante la ecuacion en diferencias:
Uir,r]l'+1 B(ZU1+1]+2Ulm1} +Ul]+1+Ul] 1)
B(Ul+1] + Uln]l+1 + Ul 1,j + Uln]l 1 Uirf1,j+1 - Uirﬁ1,j—1) + (1 - 4B)Uln]l (4-7)
+ Atf]7.
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4.3. Estabilidad de los esquemas numéricos

Es este apartado se presenta el resultado de estabilidad para los esquemas (4.6) y (4.7) sin reportar los detalles su
prueba rigurosa por ser un procedimiento de calculo estandar, sin embargo se sefialan las referencias que se han
seguido para tal proposito. El resultado muestra el rango donde debe tomarse el parametro 8 para que los esquemas
numéricos (4.6) y (4.7) sean estables en cada paso del tiempo At = Bh?, dando cualquier valor de h > 0, y su
enunciado es el siguiente.

TEOREMA 1 (Estabilidad numérica). Los esquemas (4.6) y (4.7) son numéricamente estables para cualquier g8
satisfaciendo:

Lope> (48)
Demostracion:

La demostracion de este teorema se llevé a cabo teniendo en cuenta que la condicidn necesaria y suficiente para que
los esquemas (4.6) y (4.7) sean estables es que 8 < 1/2. Los fundamentos tedricos y detalles de este tipo de analisis
han sido reportados en la literatura clasica de andlisis numérico (ver por ejemplo [2] y [8]), literatura especializada
en métodos numéricos para ecuaciones en derivadas parciales (ver [6]) o en los trabajos similares que se ha seguido
en éste; tales como: el de Birkhoff y Lynch (1990) en [1], el de Hindmarsh et al [3] , el de Varah (1980) en [9] y el
de Wesseling (1996) en [10].

5. RESULTADOS NUMERICOS

En esta seccidn se presentan los resultados obtenidos por la implementacion de los esquemas tipo FTCS (4.6) y (4.7)
y se corrobora el resultado de estabilidad mediante simulaciones numeéricas. En tal sentido, la funcion lado derecho
f que se considera es
f&9.0
=((® +9 - D[(48n? — Dsen[4n(® — $)] + (3212 — 1)sen[4n(1 — £)] (5.1)
+ (16m? — 1)sen(4my)] + 8[cos[4m(1 — )] — cos[4m (X — 37)]]).

Las funciones condicion inicial U, y las de frontera U,, U, y Us, son tomadas, respectivamente, como:

Up(®,9) = (& + 9 — 1)(sen[4n(2 — $)] + sen[4n(1 — £)] + sen(41)), (5.2)
U,(%,0,t) = U,(,1—%,t) = U;(0,9,t) = 0. (5.3)

La solucién exacta del problema (3.1) con estos datos es

URx,9,t)=F+9— 1)(sen[4n(9? — 9] + sen[4n(1 — 2)] + sen(41‘r3“1))e‘t. (5.4)

Para probar el desempefio de los esquemas numéricos en cuanto la estabilidad, se considera una cantidad de puntos
N para discretizar los intervalos correspondientes a las variables espaciales (%, 7) y otra cantidad de puntos M para
discretizar la variable temporal t. Con esta informacion, un valor del parametro h 'y las funciones de la (5.1) a la
(5.4) como entradas, se codificaron los esquemas (4.6) y (4.7) en lenguaje MATLAB 2016 para aprovechar las
herramientas de elaboracidn de graficos que dicho software posee. El hardware utilizado fue un procesador 17 Intel
de cuarta generacion de 3.40 GHz, 8 Gbh RAM en una plataforma Windows 10.

Posteriormente los ensayos numéricos se llevan a cabo tomando tres valores del parametro 8 dentro y fuera del
intervalo [1/48, 5/48]; para cada uno de los cuales se determina el paso del tiempo de la forma At = Bh?. De
manera especifica, los valores de 8 usados son:

B=1/60, B=1/48, f=5/48, =1/8 y B=1/2
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que B = 1/60 esta fuera del intervalo [1/48, 5/48] y por debajo del valor inferior permitido para la estabilidad de
los esquemas numéricos. Por otro lado, los valores § = 1/8 y § = 1/2 estan fuera del intervalo [1/48, 5/48] y por
encima del valor superior permitido para la estabilidad de los esquemas numéricos propuestos en este trabajo. El
error puntual entre la solucién exacta y la numérica se calcula en cada experimento para tener una idea del orden de
exactitud del método numérico en cada valor de 8 elegido. Se considera analizar los resultados en el tiempo t = 58
sg, aproximadamente, para el cual la solucion analitica, e Figura 3: Curva de nivel U exacta.n 3D y proyectada sobre
el plano con las curvas de nivel (o contorno), es como se muestr? en las Figuras 2 y 3, respectivamente.

04 06 08
X

Figura 3: Curva de nivel U exacta.

Y 0 o X
Figura 2: U exacta en 3D.
En las Figuras 4 y 5 se muestra la solucion numérica, tanto en 3D como sus curvas de nivel, para el caso de g =
1/60 que esta por debajo del valor minimo requerido para la estabilidad del método numérico. En comparacién con
la solucion exacta mostrada en las Figuras 2 y 3, se observa que el método pareciera ser estable. Sin embargo, un
calculo del error puntual demuestra que el método numérico no esta aproximando la solucién exacta. En efecto, el
error absoluto méaximo alcanzado entre ellas fue de 31.7266.

. . . Figura 5: Curvas de nivel de U numérica, para
Figura 4: U numerica, 3D, para f=1/60. £=1/60.

Para los casos § = 1/48y 8 = 5/48, las Figuras 6, 7, 8 y 9 muestran la solucién numérica, en 3D vy las curvas de
nivel respectivas en cada caso. Como se observa, el método numérico es estable y aproxima la solucién exacta con
errores absolutos maximos: de 5.7 x 1072 para § = 1/48 y de 2.9 x 1072 para § = 5/48. Esto sugiere que al
tomar B cerca del valor maximo requerido para la estabilidad del método proporciona una solucién numérica con
menor exactitud que para valores de § tomados dentro del intervalo y cerca del valor minimo requerido para la
estabilidad.

%

Figura 6: U numérica, 3D, para f=1/48. Figura 7: Curva de nivel de U numérica para

f=1/48.



Figura 8: 0 numérica, 3D, para #=5/48 Figura 9: Curva de nivel de U numérica para
o ' B=5/48.

Figura 11: Curva de nivel de U numérica para
p=1/8.
Finalmente, las Figuras 10 y 12 muestran los resultados numéricos correspondientes a los valores de 8 = 1/8y
B = 1/2, respectivamente. Para 8 = 1/8, la solucion se deteriora en los puntos del dominio computacional que
estan cerca de la frontera, y para los puntos que estan alejados de la frontera la solucién numérica no presenta un
deterioro muy notable. Esto se debe a que para este de valor de S el esquema numérico en diferencias finitas para el
esténcil de 8 puntos es inestable ya que el valor maximo para su estabilidad es 5/48, mientras que para el esquema
numeérico en diferencias finitas para el esténcil de 9 puntos este valor de S esté dentro de su rango de estabilidad. Sin
embargo, el error absoluto maximo alcanzado para este caso fue de 3.5 x 107, sugiriendo que se deben considerar
valores de B en la interseccion de los rangos de estabilidad correspondientes a ambos esquemas numéricos como el
que se reporta en el Teorema 1
En el caso B = 1/2, que esta fuera de ambos rangos de estabilidad para los esquemas numéricos en diferencias
finitas, el error absoluto méaximo fue de 1.052 x 1074,

Figura 10: U numérica, 3D, para f=1/8.

Figura 12: U numérica, 3D, para f=1/2. Figura 13: Curva de nivel de U numérica
para f=1/2.
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6. CONCLUSIONES

En este trabajo se propone un método numérico basado en el MDF, para aproximar la solucién numérica de la EDP
parabdlica

ou

A=t
sobre un dominio bidimensional Q, de frontera denotada por 91, con la forma de triangulo arbitrario con sus vértices

ubicados en el plano cartesiano (x,y). Una transformacion lineal adecuada conllevé a obtener un problema
equivalente sobre un triangulo rectangulo isosceles con vértices: (0,0), (1,0) y (0,1), y el Laplaciano en las nuevas
coordenadas result6 con un término de derivas cruzadas de segundo orden. El nuevo dominio se discretiz6 mediante
una particion regular, la cual esta formada por un conjunto de puntos interiores y puntos sobre las fronteras. Sobre el
conjunto de puntos interiores se propusieron dos esquemas en diferencias finita para tamafio de pasos espacial
uniforme e iguales, de la manera siguiente: uno definido a partir de un esténcil de 9 puntos para aproximar la
solucion en los puntos que no son adyacentes a la hipotenusa del triangulo, y otro definido a partir de un esténcil con
8 puntos usado en la aproximacion de la solucion en los puntos adyacentes a la hipotenusa. Se demostrd, mediante
un analisis de estabilidad estandar para MDF's, que el método numérico disefiado con estos dos esquemas es estable

At . ., . . .
para valores de § = h—ztomados en la interseccion de los rangos de estabilidad de ambos esquemas en diferencias

finitas por separado. Para un caso especifico de un problema con solucién exacta conocida, se realizaron
simulaciones numéricas para distintos valores de 8 que validaron el resultado tedrico de estabilidad presentado en
este trabajo.
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