REVISTA INVESTIGACION OPERACIONAL VOL 43, NO.2 , 228-240, 2022

COMPARACION DE TRES MODELOS
ESTOCASTICOS PARA CALCULAR UN INDICE
DE PERDIDAS DESENCADENANTE DE LOS CAT
BONDS

Maria José Pérez-Fructuoso?

Departamento de Economia y Administracion de Empresas
Facultad de Ciencias Econdmicas y Empresariales

Madrid Open University (UDIMA)

ABSTRACT

This article synthesizes the main results of three alternative proposals to model the reported claims amount (which performs as
Cat Bonds’ catastrophic loss indexes numerator). Firstly, considering that the claims declaration’s rate is constant. Secondly,
considering that the claims declaration’s rate is asymptotic. And thirdly, considering that such rate follows an Ornstein-
Ulhenbeck process. Each one of these three models' validity is studied by estimating its respective fundamental parameters and
verifying, based on both the predictions and the errors’ study, which one of them best fits to the dataset of a series of floods that
occurred in Spain. All the aforementioned developments will lead to conclude that, in the light of the data available, the
Ornstein-Uhlenbeck model is the one that best represents the claims declaration's process.
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RESUMEN

Este articulo sintetiza los principales resultados de tres propuestas alternativas para modelar la cuantia declarada de siniestros,
numerador del indice de pérdidas catastréficas de los bonos sobre catastrofes: suponiendo que la tasa de declaracion de siniestros
es constante, asintética o considerando que sigue un proceso de Ornstein-Ulhenbeck. Se estudia la validez de estos modelos
estimando sus parametros fundamentales y comprobando, a partir de las predicciones y del estudio de los errores cuél de ellos se
ajusta mejor a los datos sobre una serie de inundaciones ocurridas en Espafia. Y se concluye que, para los datos disponibles, el
modelo de Ornstein-Uhlenbeck es el que mejor representa el proceso de declaracion de siniestros.

PALABRAS CLAVE: cuantia de siniestros declarada, cuantia de siniestros pendiente de declarar, movimiento Browniano
geomeétrico, tasa de declaracion de siniestros asintética, proceso de Ornstein-Ulhenbeck, raiz del error cuadratico medio.

1. INTRODUCCION

Desde mediados del siglo pasado se ha observado una tendencia creciente en la repercusion de las
catéstrofes naturales tales como huracanes, terremotos o inundaciones, entre otras. Esto se debe a diversos
factores en su mayor parte causados por el hombre. En efecto, parece evidente que el cambio climéatico
estd aumentando la frecuencia de las catastrofes, pero este no es el Ginico problema que tenemos que
afrontar. EI aumento de la poblacién mundial se esta convirtiendo en un proceso incontrolable y
desorganizado que provoca que la mayor parte de la misma viva en areas densamente urbanizadas. Todos
estos hechos suponen que cuando ocurre una catastrofe, las consecuencias para el mundo son cada vez
mas severas tanto en términos de vidas humanas como en términos de pérdidas econémicas. Solo en
2020, los diez desastres climaticos con mayor coste alcanzaron un total de 123 millones de euros en dafios
asegurados y se cobraron la vida de 3500 personas.

Antes de 1992, cuando se producia una catéstrofe, la compafiia aseguradora asumia el coste de todos los
dafios causados por la misma. Sin embargo, ese afio se produjeron una serie de grandes catastrofes en un
corto periodo de tiempo, que colapsaron el sistema provocando la imposibilidad de cobertura del sistema
convencional de seguros de eventos catastréficos. En ese momento el Chicago Board of Trade (CBOT)
lanz6 al mercado instrumentos financieros derivados conocidos como futuros CAT y opciones CAT y
cuyo subyacente era un indice de siniestralidad catastrofica, que permitieron a las aseguradoras asumir
nuevamente el riesgo de eventos catastréficos y reasegurar los dafios que ocasionan las catastrofes. Estos
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derivados basados en los mercados de capital han ido evolucionando hasta la actualidad siendo las
emisiones de CAT bonds o bonos sobre catéastrofes una de las formas de securitization que més ha
desarrollado y utilizado el mercado asegurador en los Ultimos afios. De hecho, desde 1997 el mercado de
bonos catastréficos ha ido creciendo tanto en tamafio como en formas de cobertura de los distintos tipos
de desastres naturales que cada vez son mas frecuentes y tienen mayores consecuencias econémicas [30].
Los Cat bonds son instrumentos de deuda que proporcionan a la industria aseguradora acceso a una nueva
fuente de cobertura del riesgo a través de los mercados de capital con una elevada rentabilidad y aunque
su estructura es similar a la de los bonos tradicionales, sus resultados estan condicionados a la ocurrencia
de un determinado suceso desencadenante cuyos parametros quedan fijados en el momento de la emisién
[24]. En su mayor parte, los bonos catastréficos son patrocinados por compafiias de seguros y
reaseguradoras que ceden a un Special Purpose Vechicle (SPV) una parte o la totalidad de su riesgo
catastrofico de suscripcion. A cambio, el SPV contrata una p6liza de reaseguro convencional con el
patrocinador y busca financiacion (emitiendo bonos) en el mercado de capital, que a su vez actlia como
contrapartida del acuerdo de reaseguro pactado. Los flujos obtenidos con la emisién del bono y la prima
pagada por la cedente en concepto de precio del reaseguro, son invertidos por el SPV en activos a corto
plazo con elevada rentabilidad que se depositan en una cuenta colateral, que garantiza la transaccién y
genera recursos suficientes para cubrir los riesgos asumidos en el contrato de reaseguro y afrontar el pago
de cupones prometido a los inversores por el importe prestado con la compra de los bonos. Los beneficios
reales generados en esta cuenta son intercambiados por el LIBOR, con una contrapartida de swap
altamente valorada por las agencias de rating. A través de este mecanismo de swap, los bonos se
convierten en titulos con tipos flotantes de forma que el riesgo de tipo de interés es eliminado, en su
mayor parte. Durante la vida del bono, los intereses periddicos pagados por la SPV a los inversores se
obtienen de la combinacion de dos componentes: las primas pagadas por el patrocinador en concepto de
cobertura de reaseguro y la rentabilidad LIBOR generada por el principal del bono, la cual esta
garantizada por la contrapartida del swap. Entonces, al finalizar la vida del bono, si no se produce el
siniestro cubierto por el contrato, el principal es devuelto a los inversores de igual forma que ocurre con
otras inversiones de renta fija. Sin embargo, si se produce el siniestro desencadenante del bono,
dependiendo de la estructura del mismo y del contrato de reaseguro, los inversores perderan los intereses
y el principal de la inversion o parte de ellos. La estructura con que se emiten los bonos catastréficos
depende de cémo se lleve cabo la cobertura del riesgo y, por tanto, la indemnizacion que recibe la
compafiia cedente que patrocina el bono. En general, existen distintos tipos desencadenantes en un Cat
bond, pero uno de los més utilizados por la industria aseguradora es el de indice pérdidas [32].

Muchos autores se han ocupado de modelar estos desencadenantes de indices de pérdidas con el objetivo
de desarrollar nuevas formas de valoracion de estos instrumentos financieros y dar cobertura de esa forma
a los eventos catastréficos. Por mencionar los mas significativos Cumins y Geman (1995) modelaron el
indice de pérdidas como la suma de las declaraciones asociadas a cada catéastrofe y utilizaron para ello un
movimiento browniano geométrico que representa la aleatoriedad del proceso de declaracion, y un
proceso de Poisson que incorpora los saltos en la declaracién, producidos por la ocurrencia de nuevas
catastrofes. Posteriormente, Geman y Yor (1997), desarrollaron un modelo similar al anterior con la
diferencia de que el proceso de difusion con saltos se utiliz6 para modelar directamente el indice de
pérdidas. Aase (1999) y Aase (2001) modela el indice de pérdidas con un proceso de Poisson compuesto
con saltos aleatorios. Este modelo es un caso particular del desarrollado por Embrechts y Meister (1997),
gue modeliza el comportamiento del indice a través de una mixtura de procesos de Poisson compuestos y
una frecuencia de siniestralidad aleatoria. Baryshnikov, Mayo y Taylor (2001), proponen, bajo las
hip6tesis de negociacién continua y neutralidad frente al riesgo, una forma de célculo del precio del bono
catastréfico basada en un proceso de Poisson compuesto doble con el objetivo de capturar las diferentes
caracteristicas de la dinamica de las catéastrofes. Burnecki y Kukla (2003) aplican los resultados obtenidos
por Baryshnikov, Mayo y Taylor (2001) para calcular el precio de bonos sobre catastrofes cupon cero y
con cupones. Muermann (2003) utiliza la modelacion del indice de pérdidas desarrolla por Aase (1999)
para valorar en términos actuariales las opciones y futuros catastroficos del CBOT (Chicago Board of
Trade). Loubergé et al. (1999) calculan el precio de un bono con desencadenante de indices de pérdidas
aplicando el modelo de valoracion de opciones sobre catéastrofes desarrollado por Cummins y Geman
(1995). Lee y Yu (2002) desarrollan un modelo para valorar CAT bonds a través de un movimiento
geométrico browniano pero incorporando en dicha valoracion el riesgo de crédito, el azar moral y el
riesgo de base. Burnecki (2005) valora bonos sobre catastrofes utilizando procesos de Poisson no
homogéneos con distribucion de pérdidas truncada por la izquierda. Biagini, Bregman y Meyer-Brandis
(2008) valoran opciones sobre riesgos catastréficos y describen el indice mediante un proceso de Poisson
compuesto no homogéneo para el periodo de pérdidas y utilizan un proceso de Levy exponencial no
homogéneo para reestimar dicho indice durante el periodo de desarrollo y hasta el vencimiento. Cox y
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Pedersen (2000) establecen una estructura temporal de tipos de interés y una estructura de probabilidades
de ocurrencia de catastrofes para definir un modelo de tarificacion del precio de un bono en mercado
incompletos. Como una extensién de este modelo, Shao, Pantelous y Papaioannou (2015) determinan el
proceso de tarificacion de los Cat Bonds desarrollando una modelizacion en tiempo discreto con maltiples
catastrofes y riesgos financieros de forma que utilizan la teoria del valor extremo para representar los
terremotos de maxima severidad, un modelo ARIMA clésico para determinar los tipos de interés y las
tasas de inflacién y un modelo de Cox-Ingersoll-Ross (modelo CIR) para representar el proceso
estocastico de los pagos de cupones del bono en funcién de un determinado tipo LIBOR anual. En esta
linea, Jaimungal y Wang (2006) determinan el precio de las opciones de venta catastrdficas considerando
tipos de interés estocasticos y pérdidas modeladas a través un proceso de Poisson compuesto
correlacionado con el proceso de difusion seguido por el precio del activo derivado. Para valorar estas
opciones, Wang (2016) utiliza un proceso de Poisson doblemente compuesto con intensidad lognormal,
para describir las pérdidas por catastrofes acumuladas, y volatilidad estocastica. Nowak y Romaniuk
(2013) aplican modelos de ETTI suponiendo que la ocurrencia de la catastrofe no depende del
comportamiento de los mercados financieros. Zong-Gang y Chao-Qun (2013) utilizan tipos de interés
estocasticos para describir las pérdidas catastréficas a través de un proceso de Poisson compuesto no
homogéneo. Alegre, Pérez-Fructuoso y Devolver (2003) ajustaron la declaracion de siniestros a un
proceso estocastico discreto de variables de Bernoulli y lo extendieron a un modelo continuo con tasa de
declaracidn de siniestros constante. Lee y Yu (2007) elaboran un entorno contingente de reclamaciones
para valorar un contrato de reaseguro y analizar como el uso de bonos catastréficos aumenta el valor de
dicho contrato y reduce el riesgo de crédito. Egami y Young (2008) calculan el precio de indiferencia de
un bono catastréfico con una funcion de utilidad exponencial. Wang (2004) propone una clase de
funciones de distorsion que utiliza para calcular la prima de los Cat bonds como medidas de riesgo
coherentes. Unger (2010) propone un enfoque discreto de modelizacion de bonos sobre catéstrofes y
resuelve la ecuacién en derivadas parciales resultante de dicha modelizacién mediante una aproximacion
numeérica. Chang, Chang y Lu (2010) proponen un modelo binomial doble para representar el momento
en el que se producen las declaraciones y las pérdidas para realizar una valoracién neutral al riesgo de
opciones asiaticas catastréficas. Braun (2011), propone un modelo de tarificacién de swaps catastréficos
representando la ocurrencia de catastrofes a través de un proceso de Poisson doblemente estocastico (o
proceso de Cox) con una intensidad de Ornstein-Uhlenbeck de regresion a la media. Lai, Parcollet y
Lamond (2014) calculan el precio de un bono sobre catastrofes a partir de un proceso de difusién con
saltos que representa las catéstrofes, de un proceso estocéstico tridimensional para representar el tipo de
cambio, los tipos de interés nacionales y extranjeros, y el coste de cobertura del riesgo de tipo de cambio.
Finalmente, Pérez-Fructuoso (2008) y Pérez-Fructuoso (2009) desarrolla un nuevo modelo para el calculo
del indice de pérdidas por catéstrofes, cuyo valor es la suma de la cuantia de los siniestros declarada en
cada evento. Esta variable se calcula como la diferencia entre la cuantia total de la catéastrofe y la cuantia
de reclamaciones incurrida pero aun no declarada, variable fundamental del modelo, que se considera
impulsada por un movimiento browniano geométrico con tasa de declaracion de siniestros constante. Con
el objetivo de desarrollar una expresion mas precisa del indice de pérdidas catastréficas Pérez-Fructuoso
(2016) desarrolla un modelo alternativo cuya hipotesis central se basa en suponer un decrecimiento
temporal de esta Gltima cuantia, proporcional a una funcién exponencial, denominada tasa de declaracion
de siniestros asintotica. La dindmica de este decrecimiento se representa a través de un movimiento
browniano geométrico. Finalmente, y con el mismo objetivo que en el caso anterior, Pérez-Fructuoso
(2017), modeliza la dindmica lineal decreciente de la cuantia de siniestros pendiente de declarar, mediante
un proceso browniano aditivo o proceso de Ornstein-Uhlenbeck.

En este trabajo se realiza una comparacion de los tres modelos propuestos por Pérez-Fructuoso (ver [26],
[27], [28] y [29]) para determinar, a partir de las predicciones y del anlisis de los errores, cuél de ellos se
ajusta mejor a los datos disponibles sobre un conjunto de inundaciones ocurridas en diferentes localidades
espafiolas propensas a sufrir este tipo de eventos. Para ello, tras esta introduccion, en la seccion 2 se
establecen las principales ecuaciones que rigen los modelos propuestos. Seguidamente, la seccion 3
presenta los resultados obtenidos con la estimacion de los parametros en cada uno de los modelos
presentados, para pasar, en la seccion 4 a realizar las predicciones y calcular los errores cometidos en las
mismas respecto a los datos originales. Finalmente, la seccion 5 presenta las principales conclusiones
alcanzadas en el trabajo.

2. PRINCIPALES RESULTADOS DE LOS MODELOS PROPUESTOS
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En esta seccion se presentan los tres modelos estocasticos de determinacion de las pérdidas por
catastrofes que son objeto de comparacion en cuanto a mejores resultados en el ajuste a los datos
disponibles.

2.1. Modelo original

El modelo propuesto por [26] y [27] supone que la cuantia de la catastrofe ocurrida en el momento t = 0,
K, es una variable aleatoria definida como la suma de dos variables, ambas referidas al momento de
valoracion t,

K =S()+ R(t) (1)
donde S(t) es la cuantia declarada de siniestros (Reported Claims, RC) y R(t) la cuantia de siniestros
pendiente de declarar (Incurred But Not Reported Claims, IBNRC).

A partir de la evidencia empirica se considera que, inmediatamente después de la ocurrencia de la
catastrofe, la intensidad de la declaracién de siniestros es elevada y decrece con el tiempo hasta anularse
cuando no quedan mas siniestros por declarar. Este hecho se representa mediante la ecuacién diferencial,

dS(t) = aR(t)dt (2)
en la que a es una constante denominada tasa instantanea de declaracion de siniestros.

Diferenciando la ecuacion (1) y substituyendo el resultado en la ecuacidn (2) se obtiene la ecuacion
diferencial cierta que describe la evolucion de R(t) variable fundamental en la formalizacién del modelo:

dR(t) = —aR(t)dt (3)
La irregularidad del proceso de declaracion de siniestros se introduce en el modelo a través un proceso de
Wiener en la ecuacion (3). Esta irregularidad depende de la cuantia de siniestros pendiente de declarar,
esto es, mientras dicha cuantia es elevada, la irregularidad en las declaraciones también lo es y decrece a
medida que los hace la IBNRC. Para reflejar este comportamiento, se introduce en el modelo determinista
un proceso de Wiener con intensidad oR(t), lo cual se conoce con el nombre de movimiento Browniano
geomeétrico. El resultado es la siguiente ecuacion diferencial estocéstica,

dR(t) = —aR(t)dt + oR(t)dW, 4
con las siguientes condiciones de contorno:

- Sit = 0,entonces R(0) = K, en el momento en que ocurre la catastrofe, toda su cuantia esta
pendiente de declarar, y por tanto no hay nada declarado todavia.

- Sit - oo, entonces R(t) = 0, transcurrido un tiempo lo suficientemente grande todos los dafios han
sido declarados y por tanto ya no quedan siniestros pendientes de declarar.

La ecuacidn central de este modelo es (4). Dicha ecuacion reproduce el proceso de declaracion de

siniestros de una catastrofe siendo « la tendencia del proceso, o el valor constante que representa la

volatilidad del proceso y W, un proceso de Wiener estandar asociado a la catastrofe.

Para obtener la solucién de la ecuacién (4) es necesario aplicar el lema de 1t (ver [22]), y teniendo en

cuenta la condicién de contorno inicial R(0) = K, dicha solucidn resulta:

o2

R(t) — Ke(—<a+?>t+awt> (5)
La variable R(t) sigue una distribucién log-normal, por tanto, la variable In R(t) seguira una distribucion
normal de parametros (ver [17]):

LnR(t) ~N (ln K — (0( + %2) t; a\/f) (6)
2.2. Modelo asintotico

El objetivo de este modelo propuesto por [27] es encontrar una aproximacién méas precisa para la tasa de
declaracidn de siniestros. A partir de la evidencia empirica se constata que el ritmo de las declaraciones
de siniestros es mayor en los primeros dias después de haber ocurrido la catastrofe, lo que da lugar a una
mayor disminucion de la cuantia de siniestros pendientes de declarar y, consecuentemente, un mayor
crecimiento de la cuantia de siniestros declarada. Con el tiempo, este ritmo de declaracién tiende a
estabilizarse en un determinado valor hasta el final del proceso de declaracion. Por ello, en lugar de
considerar que dicha tasa es constante como en el modelo original, se supone que tiende a un valor
constante. En concreto, al inicio del proceso toma el valor cero para, posteriormente, crecer hasta alcanzar
el valor constante. De esta forma la tasa de declaracién de siniestros a se convierte en la siguiente funcion
exponencial que depende del tiempo,

a, =y(1—ePt) (M
cony > 0y B > 0y tiende al valor constante y cuando t — oo.
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Entonces, substituyendo (7) en la ecuacién del modelo original (4) obtenemos la ecuacion diferencial
estocastica que gobierna este modelo:

dR(t) = —a,R(t)dt + oR(t)dW, = —y(1 — e PH)R(t)dt + oR(t)dW; (8)
Para resolver la ecuacion (8), aplicamos el calculo de It6 en la funcion f(Z,) = In(Z,) y el proceso de
It6, resultando:

(48 e+ X (1-e—B
R(t) = ke -+ F)rrpePram) )
Finalmente, como en el modelo original, R(t) sigue una distribucién log-normal y, por tanto, su
logaritmo neperiano sigue una distribucion normal de parametros:

2
LnR(t) ~N (an—(y+%>t+%(1—e‘ﬁt);azt) (10)
2.3. Modelo de Ornstein-Ulhenbeck

En el modelo original dado en la ecuacion (4), cuando se agrega la irregularidad del comportamiento de
las declaraciones en el tiempo, se asume que su intensidad es proporcional a la cuantia de siniestros
pendiente de declarar, gR(t), y se incorpora un movimiento browniano geométrico para capturar este
hecho. Sin embargo, a partir de la evidencia empirica es factible pensar que ésta no es la mejor manera de
capturar la volatilidad en el modelo, y proponer una forma alternativa de incorporarla.
En este modelo, desarrollado por [28], se supone que la intensidad de la irregularidad en la declaracién de
los siniestros es constante en el tiempo y no depende de la cuantia de siniestros pendiente de declarar.
Para reflejar esta circunstancia en el modelo, se utiliza un movimiento browniano aritmético en lugar de
uno geométrico que se agrega a la ecuacion (3) a través de un proceso de Wiener obteniendo la siguiente
ecuacion diferencial estocstica:

dR(t) = —aR(t)dt + adW, (1)
Este tipo de procesos se denominan procesos de Ornstein-Ulhenbeck (OU) y son procesos gaussianos. Se
resuelven aplicando el célculo de It6 a la ecuacion (11) aungue no se obtenga una expresién cerrada para
la integral de dW, y, por tanto, tampoco para R(t) cuyo valor resulta:

R(t) =Ke % 4+ ge fote‘“s dw; (12)
En este caso R(t) es un proceso gaussiano de parametros:
2
R(t)~N (Ke‘“t;‘z’—a (1- e‘Z“t)) (13)

3. ESTIMACION DE LOS PARAMETROS DE LOS MODELOS PROPUESTOS

Para comprobar la validez de los modelos descritos en la seccidn anterior, se realiza a continuacion, una
estimacion de todos los pardmetros que en ellos intervienen a partir de series de datos temporales sobre el
porcentaje de la cuantia de los siniestros pendiente de declarar (IBNRC), acumulado semanalmente,
correspondiente a las siguientes seis inundaciones ocurridas en Espafia: Alcira (1 de octubre de 1991),
Barcelona (14 de septiembre de 1999), Valencia (20 de octubre de 2000), Murcia (20 de octubre de
2000)., Zaragoza (20 de octubre de 2000) y San Sebastian (23 de junio de 1992).

Tabla 1: Datos de las 6 inundaciones ocurridas en Espafia

Semana Alcira Barcelona Valencia Murcia Zaragoza San Sebastian
0 100 100 100 100 100 100
1 84,94 90,68 97,54 88,46 60,11 88,08
2 53,65 68,38 80,18 75,55 56,91 36,04
3 34,96 50,68 60,15 48,7 38,3 23,67
4 24,05 41,42 43,16 31,13 29,79 16,68
5 18,86 31,58 31,96 21,411 23,4 12,29
6 13,36 25,43 27,55 5,78 19,15 9,94
7 10,53 19,56 19,64 11,27 18,09 8,72
8 8,04 16,68 15,29 8,71 15,43 7,76
9 6,94 13,28 14,76 8,24 15,43 6,8
10 5,23 10,54 14,7 6,57 10,64 5,78
11 4,08 8,15 11,06 5,36 6,91 5,18
12 3,71 6,8 8,46 4 3,72 4,33
13 3,56 6,13 6,98 3,38 3,72 3,45
14 2,6 3,41 6,21 2,6 2,66 2,69
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15 1,75 3,41 5,17 2,8 2,66 1,81

16 1,3 2,61 4,22 2,29 1,6 1,59
17 0,77 1,81 3,5 2,25 1,6 1,39
18 0,29 1,26 2,72 2,14 1,6 1,16
19 0 0,56 2,26 1,67 0 0,96
20 0 1,88 1,28 0,76
21 1,69 1,09 0,45
22 1,61 0,93 0,28
23 0,9 0,66 0,2
24 0,54 0,66 0,17
25 0,36 0,62 0,11
26 0,19 0,16 0,06
27 0 0 0

Estos datos disponibles han sido elaborados por el departamento Técnico y de Reaseguro del Consorcio
de Compensacion de Seguros (entidad publica dependiente del Ministerio de Asuntos Econémicos y
Transicion Digital de Espafia) para aplicar exclusivamente en esta investigacion. La forma en que se
presentan los datos, en porcentaje sobre la cuantia total declarada semanalmente, hace que no afecte el
paso del tiempo en los mismos. Esto es, asi expresados los datos permiten evitar la brecha temporal para
su uso en diferentes momentos del tiempo. La cuantia de la catastrofe analizada podria ser mayor en la
actualidad, pero el porcentaje declarado en la primera semana seguiria siendo aproximadamente el mismo
(fundamentalmente porque en la mayoria de los casos, la poblacién, las infraestructuras publicas y las
viviendas no se han visto practicamente modificadas en las zonas afectadas, después de la
reconstruccion).

3.1. Modelo original

El modelo original se rige por la ecuacién (5) en la que R(t) sigue una distribucién logaritmico normal.
Por lo tanto, In R(t) es el proceso gaussiano siguiente:

2
(2
InR(t) ~N <an - <a + 7) t 02t>

Sin embargo, como se explica en [26] y [27], utilizando la expresion,

— _1n RO _ o* ~ Y. 2

X(@) = lnR(t_l)—((a+ 2)+O’W1) N<(a+ 2),0 ) (14)

es posible encontrar mas facilmente los estimadores @ y & del modelo. En este caso se va a utilizar el
método de maximo verosimilitud para la obtencidn de dichos estimadores ya que la media de X(t) no
depende de t, por lo que es posible encontrar una férmula analitica con la que calcularlos de forma
simple.
Asi, si n es el nimero de datos de catastrofes, la funcion de maxima verosimilitud resulta,

[ s (ro-a-%) )

exp| — 202

L(a,0) = %
(ovZn)

y los estimadores MV se obtienen aplicando la funcién logaritmica a la funcién de méxima verosimilitud,
derivando e igualando a cero. Los estimadores son,

i=1
donde X es la media muestral y 62, es la varianza muestral. No obstante, la varianza muestral es un
estimador sesgado de la varianza poblacional por lo que utilizaremos como estimador en este caso la
cuasi-varianza que es un estimador insesgado. Por tanto, los estimadores que se van a utilizar en este
modelo finalmente son:

62 =% = — YL, (X(D) - X)? (15)
=K~ (16)
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Con los datos disponibles en la Tabla 1, calculamos la media muestral para cada inundacion. Una vez
tenemos la media muestral X, calculamos la cuasi-varianza 62 con la ecuacion (15) y finalmente
utilizando la media muestral y la cuasi-varianza, calculamos &, con la ecuacion (16). En la Tabla 2
encontramos los resultados de estos estimadores para las seis inundaciones:

Tabla 2: Valores de los estimadores para el modelo Original

X G2 Apmy
Alcira 0.324613586 0.0422098269 0.3035086722
Barcelona 0.27289414 0.0311010319 0.2573436251
Valencia 0.24099621 0.0257693877 0.2281115136
Murcia 0.24760583 0.0687540979 0.2132287838
Zaragoza 0.22973148 0.0434054683 0.2080287412
San Sebastian 0.28533003 0.0351605321 0.2677497687

3.2. Modelo asintético

El modelo asint6tico se rige por la ecuacion (9) y In R(t) sigue el siguiente proceso Gaussiano:
2

(e
InR(t) ~N <1nK - (y + 7) t+ }/—; (1—ePY); azt)
Siguiendo la metodologia desarrollada en [26] calculamos los estimadores a partir de la expresion:

X = —ln% = ((y +%2 —%(eﬁ - 1)e‘3t) + O'W1> ~N ((y +%2—%(eﬁ - 1)e‘ﬁt);02) (17)

El estimador de la varianza es la cuasi-varianza que hemos definido y utilizado en el modelo original
como:

n
1 _
62 = 5% =—= > (X(D) = X
i=1

Sin embargo, en este caso, para estimar la media de X (t) no es posible utilizar el estimador maximo-
verosimil porque dicha media no es un valor constante. X (t) es un proceso Gaussiano y su media es la
siguiente funcidn dependiente del tiempo (time-depending):

UL AV S
E(X(t)|t)—y+2 B(eﬁ 1)e~Pt

Por ello, la estimacion de y y 8 se lleva a cabo por el método de minimos cuadrados ordinarios (MCQO),
minimizando la funcion,

- . s? 62 5
f,B) = z [(X(l) —7) -2 (X(l) —7>Vzi +V22i]

conz; =1 +%(1 —ef)eF,

Como se explica en [27] este proceso de minimizacion da lugar a dos ecuaciones no lineales cuya
solucién se obtiene utilizando la rutina fsolve de Matlab. Dicha rutina, encuentra la solucién (y*, *) con
un método numeérico que se inicia con la semilla (y,, 8,) cuyo dominio es:

(Yo, Bo) € (0.1,0.8) x (0.1,5)

Los resultados de la estimacién por minimos cuadrados ordinarios obtenida con Matlab son los siguientes
(ver Tabla 3):

Tabla 3: Valores de los estimadores para el modelo asintético

62 Vmco Buco
Alcira 0.0422098269 0.3113665692 2.4706387578
Barcelona 0.0311010319 0.2691828454 1.2703570356
Valencia 0.0257693877 0.238730593 1.0160837493
Murcia 0.0687540979 0.2191557633 1.5431850993
Zaragoza 0.04340546838 0.2080182736 oo*
San Sebastian 0.28533003 0.2714320247 3.5470277486

Al calcular los valores de 710 Y Buco para diferentes semillas, se obtiene el mismo valor de 7,,c, para
diferentes valores de S, Esto significa que el parametro 8 no influye en los resultados, por lo que es
posible asumir que a; = 7yco para la inundacién de Zaragoza, como en el modelo general.
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3.3. Modelo de Ornstein-Ulhenbeck

En este modelo, R(t) es el proceso Gaussiano definido en (13) como:
R(t)~N Ke“’“'a—2 (1—e2at)
"2a

Al igual que en el modelo original, la esperanza de X(t) en este caso tampoco depende de t por lo que es
posible obtener una expresion analitica cerrada para los estimadores por el método de maxima
verosimilitud derivando e igualando a cero el logaritmo neperiano de la suma de las n funciones de
densidad condicionales siguiente,

InL(a,0) = ~2In2w —2In <j—a (1- e—za)) - o TR — R(E - 1)e™)? (18)
y SUS expresiones son:

ayy = I (R — 1))%) = In(EL; RORGE — 1)) (19)

By = —— Mo L (R() — R(i — 1)e™)? (20)

n(l—e_zaMV)
El desarrollo completo de la obtencion de estos estimadores puede consultarse en [28].
Los valores de los estimadores para las seis inundaciones consideradas utilizando el modelo Ornstein-
Ulhenbeck, son resumen en la Tabla 4 a continuacion:

Tabla 4: Valores de los estimadores para el modelo Ornstein-Ulhenbeck

Agyy iy
Alcira 0.2990821063 16.3988925399
Barcelona 0.2068640449 9.23190979432
Valencia 0.1773690288 14.8410725629
Murcia 0.2297645911 14.3896476717
Zaragoza 0.3385379521 28.6902771354
San Sebastian 0.3858518171 52.6399850026

4. COMPARACION DE LOS MODELOS

A continuacion, se analizan los resultados de cada modelo a partir del célculo de las predicciones en cada
uno de ellos. Para ello, se obtiene en primer lugar la media de sus.

Entonces, sea Y una variable aleatoria log-normal cuya distribucion normal equivalente es N (u; 62),

InY ~N(u; 02)

de forma que su media es:

0.2
E(Y) = o(1+57)

Consecuentemente, se calcula la media del modelo original y del modelo asintético con esta formula. El
modelo de Ornstein-Ulhenbeck, en cambio, se rige por una distribucién normal por tanto la estimacion es
la media de la distribucién. Cada modelo utiliza los parametros estimados en la seccion anterior, esto es:

E(R,(t)) = Ke ™ (21)

P4 -Bt

B(R, () = ke 77U (22)

E(Rs(t)) = Ke @ (23)
A continuacidn, se analizan las tres estimaciones para las seis inundaciones con datos disponibles a través
de los resultados graficos y se utilizan los errores de cada modelo para realizar la discusion.
En primer lugar, se consideran los tres modelos aplicados a la inundacion de Alcira en la Figura 1y se
observa que el modelo original y el modelo Ornstein-Ulhenbeck dan lugar a resultados muy similares. Al
analizar los errores en la Figura 2, se deduce que, a pesar de que el modelo asintético se ajusta mejor a la
primera observacion, empeora para el resto de ellas.
Por tanto, para la serie de datos de la inundacion de Alcira, se concluye facilmente que el modelo
asintético no se ajusta y que no hay diferencia entre los otros dos modelos considerados.
Las predicciones para la serie de datos de Barcelona se muestran en la Figura 3 a continuacion.
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La observacion de este grafico no permite concluir cual es el modelo que mejor se ajusta a los datos
reales.

Sin embargo, a partir del gréafico de errores mostrado en la Figura 4, se observa que el modelo asintético
es el que mejor se ajusta a los datos de la serie de Barcelona porque es el que tiene menos errores. Por su
parte, el modelo de Ornstein-Ulhenbeck se ajusta mejor que el modelo original.

Concluimos entonces, que el modelo original en este caso es el que peor se ajusta a los datos reales de la
serie considerada.

En la inundacion de Valencia, como muestra la Figura 5, ocurre lo mismo que en la inundacion de
Barcelona, no se puede concluir qué modelo se ajusta mejor simplemente viendo el gréafico de
estimaciones.
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Sin embargo, observando los errores en la Figura 6, el modelo asintético, nuevamente, es el que se ajusta
mejor y no es imposible concluir si el modelo original es mejor que el modelo de Ornstein-Ulhenbeck.
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Las predicciones para la serie de datos de Murcia se muestran en la Figura 7.
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Como puede observase, las tres estimaciones tienen el mismo comportamiento y no se ajustan bien a los
datos reales. Sin embargo, parece que el modelo Ornstein-Ulhenbeck es el que més cercano estd a la
realidad.

La Figura 8 de errores en esta serie, muestra que para la serie de datos de Murcia dichos errores son
mayores que cometidos en las otras tres inundaciones. A pesar de eso, llegamos a la conclusion de que el
modelo de Ornstein-Ulhenbeck tiene menos errores y por tanto es el que mejor se ajusta a los datos
reales. EI modelo asintdtico es el que peor ajuste realiza para la inundacion de Murcia, ya que tiene
mayores errores que el original.

Respecto a la inundacion de Zaragoza es necesario comentar una peculiaridad que la diferencia
ligeramente del resto de inundaciones analizadas. El proceso de declaracion en este caso fue alterado por
la ocurrencia de otras pequefias inundaciones justo después de que ocurriera la mayor. Por tanto, los datos
disponibles estan condicionados y es posible que las predicciones no se ajusten adecuadamente. La Figura
9 muestra las predicciones teniendo en cuenta que, como no fue posible encontrar el parametro  para el
modelo asintotico, dicho modelo en este caso coincide con el modelo original.
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Observando los errores en la Figura 10, podemos concluir facilmente que la estimacién del modelo
Ornstein-Ulhenbeck se ajusta mejor a los datos iniciales, mientras que el modelo original se ajusta mejor
a los datos finales.

Finalmente, las predicciones para la inundacion de San Sebastian se muestran en la Figura 11. Para esta
serie nuevamente, el modelo Ornstein-Ulhenbeck es el que mejor se ajusta a los datos iniciales, pero para
los datos finales cualquiera de los otros dos modelos se ajusta mejor. En este caso, el modelo asintético
esta tan cerca del original porque el valor de B esta alrededor de 3,5. Esto significa que la funcion
exponencial alcanza el valor constante mas rapido que en los otros ejemplos, y el modelo asintético se
acerca al original.
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Como se observa en Figura 12, el modelo original y el asintético son predicciones realmente malas para
las primeras semanas y el error parece ser el mayor de todas las inundaciones.

Como no es posible concluir cudl es el mejor modelo con el analisis gréafico realizado, se calcula a
continuacion la raiz del error cuadratico medio (RECM) para cada modelo, que se define en la siguiente
ecuacion,

~\2
RECM = /% n (v, =7) (24)

donde Y; es el valor observado e ¥; es el valor predicho.
Los resultados de la RECM para todas las series y los tres modelos analizados se presentan en la Tabla 5
a continuacion:

Tabla 5: RECM para cada prediccion

Original Asintético ou
Alcira 3.2541320138 3.7524090595 3.3478729786
Barcelona 4.3877716557 1.7110578306 2.9974719773
Valencia 5.2483780645 2.6079109831 5.0638737475
Murcia 5.8600227682 7.0942428363 4.9538378985

Zaragoza 8.0230716144  8.024036408 5.5091970335
San Sebastidn  7.9264062564 8.8122165948 4.9404532812
Media 5.7832970622 5.3336456187 4.4687844861

Como puede observarse, el modelo Ornstein-Ulhenbeck es el que presenta menor RECM para todas las
inundaciones excepto para la de Alcira, en la que dicho modelo tiene un error algo mayor que el del
modelo original. Para las inundaciones de Murcia, Zaragoza y San Sebastian, el modelo Ornstein-
Ulhenbeck es el que mejor ajusta ya que tiene el RECM minimo. Podemos concluir por tanto que el
modelo Ornstein-Ulhenbeck ajusta mejor que el original.

Para el modelo asint6tico concluimos que también es una mejor aproximacion que el modelo original
porque tiene una RECM media menor. Sin embargo, se puede observar que este modelo es irregular, y
que a pesar de que ajusta mejor en las series de datos de Barcelona y Valencia, las otras series presentan
ajustes peores que para el resto de los modelos considerados.

5. CONCLUSIONES

En este trabajo, se lleva a cabo la comparacion de tres modelos del proceso de reclamacion real asociado
a la ocurrencia de una catéstrofe desarrollados por [26], [27], [28] y [29]. Estas tres modelizaciones del
proceso de declaracién de siniestros permiten calcular de forma simple el indice de pérdidas
desencadenante de los bonos sobre catastrofes y difieren sustancialmente de los modelos precedentes
(ver, por ejemplo, [10] o [14]), ya que todos ellos suponen que la cuantia declarada de siniestros crece en
el tiempo siguiendo un proceso de Wiener geométrico. Los tres modelos que aqui se comparan se basan
en un crecimiento de dicha cuantia proporcional a la cuantia de siniestros pendiente de declarar que es la
variable fundamental en el proceso de formalizacion de los mismos.

Después de presentar los principales estimadores, calcular las predicciones asociadas a los datos
disponibles y asumiendo que las catastrofes analizadas son las seis inundaciones ocurridas en Espafia
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podemos concluir que el modelo de Ornstein-Uhlenbeck es el que se adapta mejor al proceso de
declaracion de siniestros real. Sin embargo, también se verifica que el modelo asintético se ajusta muy
bien las dos primeras semanas después de la ocurrencia de la inundacidn. También podemos concluir que
el modelo original presenta la peor estimacion para las inundaciones estudiadas, 1o que supone que este
modelo adn se puede desarrollar mas. En este sentido, seria interesante disefiar en una modelizacién
futura un nuevo modelo en el que se realizara una mixtura del modelo asintético y del original, tomando
el asint6tico durante las dos primeras semanas y el original, desde la tercera semana hasta el final.
Cabe destacar que los datos disponibles son muy especificos de una ubicacién geografica como la
espafiola cuyas caracteristicas meteoroldgicas son muy diferentes a las de EE.UU. (una inundacién en
Espafa esta realmente lejos de ser un huracan en EE. UU.) por lo que no es posible a priori extrapolar los
resultados obtenidos sobre adecuacion de los modelos. Esto es, no es posible determinar si el modelo de
Ornstein-Uhlenbeck se ajustara mejor a un huracan que nuestros otros modelos, como sucede con las
inundaciones espafiolas. Ello se debe en gran media a que las compafiias aseguradoras no divulgan ningun
tipo de informacion de todos los datos disponibles que tienen, por lo que es dificil obtener mas datos, que
serfan realmente Utiles para probar la validez de los modelos propuestos y permitirian obtener
conclusiones reales mas generalizadas.
Por otra parte, es importe tener en cuenta que los modelos aqui propuestos se limitan a determinar el
numerador del indice de pérdidas por catastrofes sin entrar en determinar las expresiones de valoracion o
tarificacion de los bonos sobre catéstrofes. Sin embargo, en todos los casos, el precio del bono sobre
catastrofes en un momento t de su periodo de negociacion puede calcularse aplicando la teoria general de
valoracién de opciones (ver, por ejemplo, [21] o [25]). Asi mismo, a partir de los diferentes modelos de
indices aqui propuestos, también podria utilizarse la metodologia empleada por Jarrow (2010) para
valorar el bono, de forma que en este caso solo seria preciso determinar la probabilidad de ocurrencia de
la catéstrofe y la estructura temporal de los tipos de interés LIBOR valores que normalmente vienen
calculados por agencias de modelizacion especializadas.
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