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ABSTRACT 

The present paper contains a comparative study between two non-deterministic approaches to the 

Delphi method: one based on Pythagorean fuzzy numbers, and the other based on the cloud model. 

From the empirical evidence obtained in an experimental investigation (N = 56 experts), related to the 

academic results forecast, it is observed that both approaches produce relatively similar results, even 

close to the results of an ARIMA test based on series chronological. The study reveals that both 

methods differ substantially in the way they input, process and output information. Advantages and 
disadvantages are analyzed, which must be addressed in each case. It is concluded that both approaches 

are viable, as alternative resources in unusual situations such as the COVID-19 pandemic, where the 

use of diachronic information is not always completely justified. 
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RESUMEN 
El presente trabajo describe un estudio comparativo entre dos enfoques no deterministas del método 

Delphi: uno basado en números difusos pitagóricos, y otro basado en el modelo de nube. A partir de 

las evidencias empíricas obtenidas en una investigación experimental (N = 56 expertos), relacionado 

con el pronóstico de resultados académicos, se observa que ambos enfoques producen resultados 
relativamente similares, incluso cercanos a los resultados de una prueba ARIMA basada en series 

cronológicas. El estudio revela que ambos métodos se diferencian sustancialmente en la forma en que 

captan, procesan y exportan la información. Se evidencian ventajas y desventajas, las cuales deben ser 
atendidas en cada caso. Se concluye que estos enfoques son viables, como recursos alternativos ante 

situaciones inusuales como el caso de la pandemia de la COVID-19, donde el empleo de información 

diacrónica no siempre queda completamente justificado. 
 

PALABRAS CLAVE: método Delphi, prospectiva, pronóstico, números difusos pitagóricos, modelo 

de nube 

 
1. INTRODUCCIÓN 

 

El método Delphi constituye un caso especial del método de criterio de experto. Son cuatro sus características 

fundamentales: el anonimato de un panel de expertos, el diligenciado secuencial de cuestionarios, la 

retroalimentación controlada por un grupo coordinador, y la respuesta estadística de grupo [7]. Existen 

numerosas variantes de este método, las cuales han estado vinculadas intrínsecamente a los avances que ha 

experimentado el procesamiento y análisis de datos y al desarrollo de las tecnologías de la información y las 

comunicaciones, fundamentalmente [8]. 

Una de las variantes primigenias de este método consiste en el Delphi de pronóstico, cuya historia se remonta 

a mediados del siglo XX, en los estudios seminales desarrollados por la Corporación Rand en los Estados 

Unidos [11]. La aparente sencillez de esta variante suele enmascarar serios obstáculos, relacionados con 

situaciones de imprecisión y vaguedad. Por ejemplo, en el momento de diligenciar un cuestionario pueden 

confluir limitaciones propias de la escala construida para cada ítem, junto a la subjetividad que entraña el 

pronóstico perceptivo del experto. Lo primero suele imponer obstáculos concernientes a la imprecisión, en el 

sentido de las falencias propias del instrumento de medición. Lo segundo, está más relacionado con la respuesta 
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del sujeto ante conceptos con ambigüedad semántica, con predicados que pueden percibirse simultáneamente 

como verdaderos y falsos, entre otros escenarios de vaguedad. 

La práctica demostró que existen sucesos relativamente inciertos e indeterminados, donde los modelos 

aleatorios clásicos no resultan suficientemente viables. Como consecuencia, Zadeh [42] introdujo los conjuntos 

difusos, con la motivación de investigar el lenguaje humano. Bajo este enfoque, los modelos que mejor se 

ajustan al estudio de una declaración prospectiva como: “…la pandemia se controlará pronto”, no son 

primordialmente probabilísticos sino borrosos. 

Los modelos difusos también experimentaron renovación desde sus etapas más tempranas, a raíz de la 

complejidad inherente al procesamiento de información inespecífica [27]. Por un lado, se reconoció que el 

empleo de la función de pertenencia contradice, en cierta medida, la noción de indeterminación. En efecto, una 

vez que esta función queda precisada, se puede calcular el grado bajo la cual un elemento pertenece a cierto 

universo. Al decir de Li, Liu, y Gan [24, p. 359], esto último “…es incompatible con el espíritu del conjunto 

difuso porque la incertidumbre de un elemento que pertenece a un concepto difuso se vuelve cierta y precisa en 

este momento”. Por otro lado, se identificaron limitaciones en la capacidad de estos modelos para explicar 

situaciones prácticas, donde la respuesta subjetiva de un individuo ocasionalmente no satisface el principio 

aristotélico del tercero excluido [4]. 

Para subsanar estos obstáculos, se exploraron numerosos caminos de generalización. Por ejemplo, en vista de 

que algunos conceptos lingüísticos contienen aleatoriedad y falta de claridad simultáneamente, a tenor de la 

frontera borrosa que existe en su extensión, se desarrollaron modelos que conjugaron ambos aspectos. En un 

inicio, el propio Zadeh [43] introdujo los conjuntos difusos tipo-2, los cuales capturan la incertidumbre de la 

función de pertenencia con ayuda de un grado de libertad adicional, en el estudio de variables lingüísticas. Más 

adelante, con base en estas ideas, Turksen [35] y Gorzałczany [16] desarrollaron en concepto de conjunto difuso 

evaluado por intervalos. 

Atanassov [1] añadió una función de no pertenencia, bajo el supuesto de que la suma de los valores de 

pertenencia y de no pertenencia no superen la unidad real. Bajo esta perspectiva, la diferencia entre la unidad y 

dicha suma proveyó una medida del grado de vaguedad en su modelo de los conjuntos difusos, los cuales él 

mismo denominó “intuicionistas”. Análogamente, Gau y Buehrer [13] desarrollaron los conjuntos “vagos” cuya 

ventaja, según estos autores, consiste en que “…separan la evidencia positiva y negativa de la función de 

pertenencia de un elemento en el conjunto” [13, p. 614]. Por su parte, Garibaldi, Jaroszewski y Musikasuwan 

[12] consideraron la variabilidad de la función de pertenencia como una función aleatoria, y así arribaron a la 

noción de conjunto difuso no estacionario. Asimismo, Li, Liu, y Gan [24] proporcionaron una perturbación 

estocástica a la función de pertenencia, en torno a cierto valor central. Ello condujo al concepto de modelo de 

nube, donde la huella de incertidumbre se refleja por medio de “gotas” de la nube, bajo un esquema discreto. 

Si bien el espíritu renovador de las generalizaciones estuvo acompañado de la búsqueda de analogías e 

interrelaciones, algunos estudios reflejaron coincidencia conceptual, como en los casos de los conjuntos difusos 

intuicionistas y los conjuntos vagos [3]. También se demostró la existencia de algunos isomorfismos, como 

ocurre entre los conjuntos intuicionistas evaluados por intervalo y los conjuntos L-fuzzy [15], para ciertos látices 

específicos [9]. Incluso es notable, como señalan Huang y Yang [18], la equivalencia entre los conceptos de 

conjuntos difusos evaluados por intervalo y los conjuntos difusos intuicionistas, lo cual fue demostrado por 

Deschrijver y Kerre [9]. Una observación análoga sigue de la inclusión de los conjuntos difusos evaluados por 

intervalo, dentro de la clase más amplia de los conjuntos difusos tipo-2 [4]. 

Los estudios de pronóstico relacionados con el método Delphi, constituyen un ejemplo de investigación 

perceptiva de construcción de futuro, donde cada experto aporta un criterio que es atemperado por la opinión 

de todo el panel. Con ayuda de una retroalimentación controlada, los expertos anónimos reciben información 

de la opinión colectiva, para entonces emitir una nueva opinión. Bajo el precepto epistémico de que el saber 

colectivo es más objetivo que el individual, se forma una visión de futuro. Se trata de un proceso donde los 

modelos antes mencionados encuentran terreno fértil, a partir de la forma en que se capta y se procesa 

información vaga e imprecisa. Por tal motivo, en la literatura se registran investigaciones basadas en el Delphi 

difuso [14, 21, 25, 31], el Delphi difuso intuicionista [29, 30], el Delphi difuso pitagórico [26, 41], el Delphi 

indeciso borroso [19], y el Delphi de nube [40]. 

En este escenario diverso, también han visto la luz estudios comparados entre diferentes clases de conjuntos 

difusos [16, 22]. Por ejemplo, Huang y Yang [18] han discutido ciertas semejanzas y diferencias, así como 

ventajas y desventajas de los modelos basados en conjuntos difusos tipo-2, estacionarios, y de nube, cuando 

estos representan el conocimiento bajo imprecisión y vaguedad. Si bien estas investigaciones establecen 

paralelos de carácter teórico, otras dirigen su mirada hacia cuestiones empíricas [17, 33]. De aquí, precisamente, 
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surge la motivación de establecer un paralelo entre diferentes enfoques para el tratamiento de la imprecisión y 

la vaguedad, en el marco de su aplicación en el método Delphi. 

En el presente trabajo se desarrolla un estudio comparado de dos enfoques no deterministas de este método: el 

Delphi difuso pitagórico y el Delphi de nube. El primero explora la vaguedad e imprecisión de la información 

que proveen los expertos, bajo un paradigma intuicionista. El segundo pondera la incertidumbre presente en el 

proceso. Para el establecimiento del paralelo entre ambos enfoques, primero se describen de forma detallada y 

luego se experimentan en el marco de un suceso real, relacionado con el pronóstico de promoción en un examen 

de ingreso a la educación superior. 

 

2. METODOLOGÍA 

 

Seguidamente se describe la metodología adoptada para la realización de un estudio comparado, la cual 

considera dos enfoques del método Delphi de tipo pronóstico bajo situaciones de imprecisión y vaguedad. La 

estructura de la metodología contempla cinco apartados. El primero está relacionado con la descripción del 

modelo intuicionista pitagórico y del modelo de nube, como enfoques no deterministas del método Delphi; el 

segundo contiene el diseño de un instrumento para captar la percepción subjetiva del pronóstico; el tercero 

detalla las características de los participantes que integraron un panel de expertos; el cuarto delinea las variables 

investigadas para la implementación del estudio comparado; y el quinto refiere los recursos empleados para el 

procesamiento de los datos. 

 

2.1 Dos enfoques no deterministas del método Delphi 

 

El presente estudio se centra en el cálculo de un pronóstico de resultados docentes de promoción. Es por ello 

que se presentan los elementos esenciales para llevar a cabo dicho propósito, conforme al método Delphi bajo 

los dos enfoques mencionados y sobre universos de discursos formados por intervalos reales [a, b]  R. En todo 

caso se requiere del concepto de número, de distancia y de media aritmética, los cuales son frecuentes en los 

Delphi de pronóstico. 

 

2.1.1 El método Delphi con enfoque basado en números difusos pitagóricos 

 

Para el caso del Delphi de pronóstico con enfoque difuso pitagórico (Delphi
EDP

), en primera instancia, se adopta 

el concepto de conjunto difuso pitagórico propuesto por Yager [38], como una modificación del enfoque 

intuicionista de Atanassov [1, 2]. 

Definición 1. Sea X = [a, b]  R un universo de discurso. Se dice que Ã es un conjunto difuso pitagórico si 

existen dos funciones de agregación 
Ã
: X → [0,1] y Ã: X → [0,1], con 0 ≤ 

Ã
2  + Ã

2  ≤ 1, tales que Ã = {〈x, 


Ã
(x), Ã(x)〉 x ∊ X}. Los valores 

Ã
(x) y Ã(x) (abreviadamente 

Ã
 y Ã) denotan, respectivamente, el grado 

de pertenencia y de no pertenencia de x al conjunto Ã. En este caso, se dice que Ã(x) =√1 − 
Ã

2  − 
Ã
2  define la 

función de indeterminación de x en Ã. 

Sobre los conjuntos difusos intuicionistas han sido definidas numerosas operaciones. En el caso pitagórico se 

adoptan las siguientes operaciones, definidas por Zhang y Xu [45]. 

Definición 2. Sean Ã y B̃ dos conjuntos difusos pitagóricos reales y sea   ∊ R>0 un escalar real positivo, 

entonces se establecen las siguientes operaciones para toda x ∊ X = [a, b]  R: 

Ã  B̃ = {〈x, √ 
Ã

2  +  
B̃
2  − 

Ã

2  
B̃
2  , ÃB̃〉},Ã  B̃ = {〈x,  

Ã


B̃
 , √ 

Ã
2  +  

B̃
2  − 

Ã
2  

B̃
2 〉}, 

 Ã = {〈x, √ 1 − (1− 
Ã

2 ) , 
Ã
〉},Ã

 
 = {〈x, 

Ã
  , √ 1 − (1− 

Ã
2)〉}. 

Las dos primeras operaciones de suma y producto son internas, y las otras dos operaciones restantes son externas 

respecto al escalar . Zhang y Xu [45] demuestran varias propiedades que satisfacen estas operaciones, las 

cuales han sido generalizadas por Jamkhaneh y Garg [20]. También es importante señalar que, en ningún caso, 

estas operaciones alteran los valores de x. Por el contrario, el efecto se materializa en los valores de las funciones 

de pertenencia y de no pertenencia. 
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Definición 3. La distancia entre dos conjuntos difusos pitagóricos reales y continuos Ã y B̃, del universo de 

discurso X = [a, b]  R, se define por la expresión:d(Ã, B̃) = 
1

2(b−a)
∫ (|

Ã
2 (x) − 

B̃
2 (x)| + |Ã

2(x) − B̃
2(x)| + |Ã

2 (x) − B̃
2(x)|)

b

a
dx. 

Con base en la primera definición, se construye un tipo de conjunto difuso pitagórico más sencillo denominado 

triangular, el cual resulta útil en las aplicaciones prácticas ya que se utiliza en un sentido numérico [5, 32]. 

Definición 4. Un número difuso pitagórico triangular es un conjunto difuso pitagórico real ã = 〈x, 
ã
(x), ã(x)〉, 

x ∊ [a, b], donde las funciones de pertenencia y de no pertenencia vienen dadas, respectivamente, por las 

expresiones: 

 

�̃�(x) = 

{
 
 

 
  (

x − a

a − a
)

2

si a ≤ x < a

 si x = a

 (
a − x

a − a
)
2

si a < x ≤ a

0 si x < a  o  x > a

, ã(x) = 

{
 
 

 
 [

a − x + 2(x − a)

a − a
]
2

si a ≤ x < a

 si x = a

[
x − a + 2(a − x)

a − a
]

2

si a < x ≤ a

1 si x < a  o  x > a

 

 

siendo a, x, a (a ≤ a ≤ x ≤ a ≤ b) tres constantes reales, y ,  valores reales no negativos, tales que 0 ≤ 2 + 

2 ≤ 1. 

Cada número difuso pitagórico triangular (DPT) puede denotarse sintéticamente por ã = 〈X, P〉, donde 

X = X(a, a, a) se denominará el dominio y P = P(, ) la imagen del número, respectivamente. 

Definición 5. El promedio de 𝑁 números DPT ãi= 〈Xi(ai,
, ai, ai), Pi

(
i
, i)〉, con 1 ≤ i ≤ N, es el número DPT: 

b ̃ = 〈X (
1

N
∑ a

i

N
i=1 , 

1

N
∑ ai

N
i=1 , 

1

N
∑ ai

N
i=1 ) , P(√

1

N
∑ 

i
2N

i=1 , √
1

N
∑ i

2N
i=1 )〉. 

Obviamente, la definición anterior es consistente, ya que puede verificarse que los componentes del dominio X 

son tres medias aritméticas ordenadas de manera no decreciente, mientras que la imagen P está formada por 

dos medias cuadráticas cuya suma de cuadrados pertenece al conjunto [0, 1]  R. 

Un aspecto importante para el procesamiento de la información proveída por expertos, consiste en ponderar el 

valor de opinión. Algunos estudios Delphi difusos (no pitagóricos) han considerado esta cuestión, ya sea 

distinguiendo el grado de importancia de los aspectos evaluados [26, 41], o bien diferenciado el nivel de 

competencia de cada experto [10]. En el caso de los conjuntos difusos pitagóricos, en la literatura han sido 

desarrollados algunos operadores de agregación, como es el caso del operador OWA (Ordered Weighted 

Averaging, [37]), principalmente con la finalidad de realizar estudios para la toma de decisiones multicriterio 

[28, 44]. No obstante, durante la presente investigación no se encontró referencia de un estudio Delphi
EDP

, 

donde se pondere la competencia experta. 

Los aspectos anteriores apenas conforman un marco significativamente estrecho de los modelos difusos 

pitagóricos, no obstante, resultan suficientes para el procesamiento de información basada en el pronóstico de 

valores reales. Particularmente, el valor real a pronosticar puede considerarse un número DPT, donde el dominio 

y la imagen responden al grado de imprecisión y de vaguedad, respectivamente. Además, como expresión de la 

vaguedad sirve la función Ã(x), la cual es función de indeterminación de x en Ã. 

Tomando como base las operaciones de la segunda definición, es posible adoptar un procedimiento de 

ponderación para el Delphi de pronóstico, con base en la evaluación de la competencia experta. Si la evaluación 

del experto es difusa, podría elegirse una de las dos primeras operaciones, donde un factor correspondería a la 

evaluación difusa del experto sobre todo el universo de discurso X, mientras que el otro factor expresaría su 

pronóstico dentro de este mismo universo. Por su parte, si la evaluación del experto no es difusa, entonces vale 

tomar por ella el escalar  y elegir una de las dos últimas operaciones de dicha definición. 

Este mecanismo de ponderación no afecta el pronóstico propiamente dicho, sino que actúa sobre ambas 

funciones de agregación. Visto así, la ponderación se pertrecha de un significado preciso con base en la 

Definición 2, sin embargo, es necesario proveer de sentido la operación que se seleccione. En el presente trabajo 

se adopta la tercera operación, consistente en el producto externo de un escalar que representa monótonamente 

el nivel de competencia experta, por un número difuso pitagórico que además expresa el pronóstico experto. El 

sentido de esta operación subyace en el comportamiento de la función de indeterminación Ã(x). En efecto, 

considérese la función de indeterminaciónÃ = √1 − 
Ã
2  − 

Ã
2  = √1 − [1 − (1 − 

Ã

2)] − 
Ã
2 = √(1 − 

Ã

2 ) − 
Ã
2, 

o abreviadamente, () = √(1 − 2) − 2. Si  =  = 0 o 2 + 2 = 1, entonces () = 1 o 0 respectivamente, 

así que la operación Ã deja invariante una especie de vaguedad total o bien su ausencia completa, para todo 
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 > 0. Por su parte, si 0 < 2 + 2 < 1, entonces () es estrictamente creciente en el intervalo (0, 0] y 

estrictamente decreciente en el intervalo [
0
, +), donde 0 = 0(, ) = log1−2

2

2 ln 

ln (1−2)
 es una función de dos 

variables, continua sobre su dominio de definición. Puede comprobarse que en el caso  → 1 y  → 0, resulta 

0 → 0, mientras que para caso  → 0 y  → 1, resulta 0 → +. Por tanto, el producto externo Ã, donde  

es un escalar que mide el nivel de competencia experta, mientras que Ã es el pronóstico emitido por el experto 

correspondiente, cobra los siguientes sentidos en su aplicación al Delphi
EDP

: 

1. La selección del escalar  real y estrictamente positivo, tal y como se precisa en la Definición 2, 

favorece la adopción de una escala de razón que permite diferenciar los niveles de competencia en el 

panel de expertos. En general, el valor  = 0 induciría forzosamente un valor de pertenencia imposible 

(
Ã

 = 0) y un valor de no pertenencia seguro (Ã = 1), o bien una indeterminación para 
Ã
 = 1 o 

Ã = 0. 

2. La comparación 1 < 2 para  → 1 y  → 0, cobra sentido dentro del intervalo [0, +), donde 

0 → 0 y () tiene monotonía decreciente. Aquí, a mayor valor del escalar , menor será la vaguedad. 

Por tanto, un individuo con elevada experticia que realiza un pronóstico muy seguro, se pondera bajo 

el sentido de proveer menor vaguedad al resultado global. 

3. La comparación 1 < 2 para  → 0 y  → 1, cobra sentido dentro del intervalo (0, 0], donde 

0 → + y () tiene monotonía creciente. En este caso, a mayor valor del escalar , mayor será la 

vaguedad. Luego, un individuo con elevada experticia que realiza un pronóstico muy inseguro, se 

pondera en el sentido de proveer mayor vaguedad al resultado global. 

 

2.1.2 El método Delphi con enfoque basado en el modelo de nube 

 

El segundo enfoque a considerar está dado por el Delphi basado en el modelo de nube (Delphi
EMN

), el cual fue 

desarrollado por Yang, Zeng y Zhang [40], a partir de este modelo [23, 24]. 

Definición 6. Considérese un concepto cualitativo T̃, descrito por un universo de discurso X = [a, b]  R. Sea 

x ∊ X una instancia aleatoria del concepto T̃ y μ
T
(x) ∊ [0, 1] el grado de certidumbre de x a lo largo de T̃, el cual 

corresponde a un número aleatorio con una tendencia estable. Entonces, la distribución de x en el universo X se 

denomina nube y x constituye una gota de la nube. 

De forma general se cumple que para todo x ∊ X, la aplicación μ
T
(x)  es no inyectiva, por su propia naturaleza. 

O sea, el grado de certeza de x a lo largo del concepto T̃ constituye una distribución de probabilidad, en lugar 

de un valor fijo. En el presente estudio se utilizarán nubes normales, en un sentido gaussiano. A partir de aquí, 

son tres los parámetros fundamentales que describen una nube normal: la expectativa (Ex), consistente en la 

esperanza matemática de que las gotas de la nube pertenezcan al concepto T̃; la entropía (En), que expresa la 

medida borrosa de T̃, como ámbito de cobertura del universo que puede ser admitido por este concepto; y la 

hiperentropía (He), consistente en el grado de incertidumbre de la entropía, y que refleja la dispersión de las 

gotas de la nube [36]. 

De modo similar al enfoque anterior, la imprecisión del pronóstico experto queda definida por un intervalo 

provisto de un valor central más probable. En este caso, el valor central está dado por la expectativa y la amplitud 

depende de la entropía. Por ejemplo, siguiendo la regla “3”, el intervalo real [Ex − 3En, Ex + 3En] subsume 

alrededor del 99.74% de toda la distribución normal. Li y Yi (2008, pp. 123-124) sugieren que el intervalo 

[Ex − En, Ex + En] comprende los “elementos básicos” que explican la variable investigada, mientras que el 

intervalo más restringido [Ex − 0.67En, Ex + 0.67En] comprende los “elementos claves”, el cual abarca el 

60.65% de la dispersión. Por su parte, la incertidumbre del pronóstico puede ser explicada por la hiperentropía, 

como una especie de espesor vertical de la nube. 

Para el desarrollo del Delphi
EMN

 se requiere de dos algoritmos: uno para generar cierta nube normal compuesta 

por N gotas, y otro que exprese una especie de síntesis de todas las nubes correspondientes a cada experto. El 

primero de estos algoritmos se presenta siguiendo a Li y Du [23, p. 119] y a Li, Liu y Gan [24, p. 363]. En 

efecto: 

Algoritmo 1. Generador de Nube Normal GNN(Ex, En, He, N). 

Entrada: Tres parámetros Ex, En, He, y el número de gotas N de la nube. 

Salida: N gotas de la nube con su grado de incertidumbre. 

Pasos: 
1. Se genera un número aleatorio Eni

'  distribuido normalmente, cuya esperanza es En y su varianza He2. 

2. Se genera un número aleatorio xi distribuido normalmente, cuya esperanza es Ex y su varianza (En
i

'
)
2
. 
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3. Se calcula el grado de incertidumbre: y
i
 = (ti) = e

−(ti − Ex)2

2(Eni
'
)
2

 

4. Se obtiene la i-ésima gota drop(ti, yi
) de la nube. 

5. Se repite el ciclo 1-4, hasta generar las N gotas. 

Con ayuda del algoritmo anterior, Yang, Zeng y Zhang [40] desarrollan un mecanismo para la generación de 

una nube sintética, la cual explica el comportamiento global de cada nube particular, conforme a las operaciones 

de suma y producto de nubes, introducidas por Li y Du [23]. Para diferenciar el grado de incidencia de cada 

experto en la conformación de la nube sintética, Yang, Zeng y Zhang [40] establecen un mecanismo de 

ponderación basado en la consistencia y la estabilidad del juicio emitido por un experto tras la sucesión de 

rondas Delphi. Cada peso individual se determina de modo inversamente proporcional a una suma de tres 

componentes: el valor modular normalizado de la diferencia entre las expectativas individual y colectiva, la 

borrosidad del juicio, y la incertidumbre. Así, a partir de n nubes Aĩ(Exi, Eni, Hei), 1 ≤ i ≤ n, las cuales 

corresponden respectivamente a cada uno de n expertos, resulta una nube promedio ponderada 

Ãwa(Exwa, Enwa, Hewa). El algoritmo para la generación de nubes sintéticas es el siguiente [40]: 

Algoritmo 2. Delphi de Nube Normal DNN(Ex, En, He, N). 

Entrada: Tres parámetros Ex, En, He, y el número de gotas N de la nube, así como i segmentos [li
(k)

, ui

(k)
]  R, 

que constituyen las evaluaciones del panel de i expertos (1 ≤ i ≤ n) en la ronda k, de una variable a pronosticar. 

Salida: La nube sintética Ãwa

(k)
 basada en la ponderación wi de cada experto, y un par de índices de estabilidad 

para cada experto i, después de la ronda k: ΔEni
(k)

 e Inci
(k)

. 

Pasos: 
1. Se inicia el contador de iteración (k = 1). 

2. Se obtiene una nube de N gotas GNNi
(k)

(Exi
(k)

, Eni
(k)

, Hei
(k)

, N), para la respuesta k-ésima del experto i-ésimo, donde 

Exi
(k)

=
1

2
(ui

(k)
+ li

(k)
), Eni

(k)
=

1

6
(ui

(k)
− li

(k)
). En el caso Hei

(k)
, si k = 1, entonces Hei

(1)
 = 

1

K
Eni

(1)
, donde K es una constante predefinida. 

Si k > 1, entonces Hei
(k)

=
1

6
[máx{ui

(k)
− ui

(k − 1)
, 0} − máx{li

(k − 1)
− li

(k)
, 0}]. 

3. Se calculan los componentes 

w'i
(k)

=
1

|
Exi

(k)
− Exs

(k)

Exs
(k) |+ Eni

(k)
+ Hei

(k)

 

 

los cuales se normalizan por intermedio de wi

(k)
= w'i

(k) ∑ w'i
(k)

1 ≤ i ≤ n⁄  . 
4. Se genera información retroalimentada (feedback) por medio de dos procedimientos de agregación: uno para determinar la nube 

sintética Ãs

(k)
 = GNNs

(k)
(Exs

(k), Ens
(k), Hes

(k), N), y otro para expresar cada nube promedio ponderada Ãwa

(k)
 = GNNwa

(k)
(Exwa

(k), Enwa
(k), 

Hewa
(k) , N), donde 1 ≤ i ≤ n. 

5. Se calculan dos índices para controlar la estabilidad del juicio experto: uno consiste en la diferencia normalizada entre entropías 

consecutivas (ΔEn), y el otro es el grado normalizado de incertidumbre (Inc). Se calculan como sigue, para 1 ≤ i ≤ n: 

{
 
 

 
 ΔEni

(k)
=

Eni
(k − 1)

− Eni
(k)

Eni
(k − 1)

,  ΔEni
(1)

 = Eni
(1)
  

Inci
(k)

=
Hei

(k)

Eni
(k)

 

6. Se establece la condición de parada ΔEni
(k)

≤ , donde el valor de  se prefija de antemano, e Inci
(k)

= 0. En caso de que un experto 

no cumpla dichas condiciones, el experimentador adopta decisiones puntuales. 

7. k ← k + 1, dando paso a la siguiente ronda Delphi. 

En el segundo paso del Algoritmo 2, la expresión de Hei
(k)

 trata de captar en qué medida el juicio del experto i 

permanece estable, tras dos iteraciones sucesivas k − 1 y k. Si la respuesta k-ésima produce un intervalo que es 

subconjunto del (k − 1)-ésimo, resulta que Hei
(k)

= 0 para el experto i. En todos los restantes casos se obtiene un 

valor mayor que cero. Además, a mayor incertidumbre/aleatoriedad, mayor será la hiperentropía. En la práctica 

se elige K = 6, como un valor práctico para esta constante [40]. 

 

2.2 Participantes y contexto del estudio 

 

La investigación se desarrolló en la Universidad de Holguín (UHo, Cuba), durante el periodo de calificación 

del examen de ingreso a la educación superior, correspondiente al curso escolar 2020-2021 en la asignatura de 

Matemática. Desde hace más de tres décadas, este tipo de examen tiene como propósito jerarquizar el 

otorgamiento de carreras conforme a un escalafón, y también elevar la calidad del ingreso a la educación 

terciaria en el país. Los temarios tienen carácter nacional y cuentan con cinco preguntas, cada una de 20 puntos. 
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Para lograr uniformidad, tradicionalmente se provee una clave de calificación que se aplica rigurosamente y se 

revisa al menos por tres calificadores diferentes. 

El proceso se desarrolló durante un periodo de “nueva normalidad”, tras la primera oleada de la pandemia 

ocasionada por la COVID-19. En esta ocasión, el Departamento de Matemática de la UHo conformó un equipo 

de 56 evaluadores para calificar más de 1400 estudiantes. Cada uno de los evaluadores fue designado tras un 

proceso riguroso de selección, con base en la experiencia docente, el desarrollo de habilidades profesionales, la 

ética y la responsabilidad. Tomando en consideración este aspecto, el panel de expertos quedó conformado por 

todo el equipo de evaluadores. Por razones de seguridad y trasparencia, este proceso se desarrolló en un edificio 

de la UHo habilitado al efecto. Ello implicó la solicitud de aprobación del presente estudio, el cual fue 

debidamente asentido por las autoridades universitarias correspondientes. 

 

2.3 Instrumento para el pronóstico de resultados de promoción 

 

Para efectuar un estudio comparado del Delphi
EDP

 y del Delphi
EMN

, fue necesario conformar un instrumento 

que pudiese aprehender información requerida por ambos en un mismo dispositivo. El instrumento diseñado 

consta de cinco preguntas, como ilustra la Figura 1. 

 

 
Figura 1. Instrumento para el pronóstico de resultados en una prueba de ingreso 

En la primera ronda Delphi, el instrumento es diligenciado antes de que los expertos tengan acceso al examen 

y a su clave de calificación (cuestionario № 1). Después de acceder a la mencionada información, se diligencia 

una segunda versión del mismo instrumento, en una segunda y última ronda (cuestionario № 2).  Por tanto, la 

retroalimentación no procede de una fuente interna al proceso, sino que depende de la experiencia de los 

expertos, de su conocimiento acerca de los resultados históricos en este tipo de examen, al nivel de complejidad 

de la prueba y las particularidades de la clave de calificación, entre otros aspectos. De forma expedita se solicita 

no alterar los resultados consignados en el primer cuestionario. Al culminar, cada experto guarda ambos 

cuestionarios en un sobre habilitado al efecto. 

Tomando ventaja de que cada uno de los salones designados para el proceso de calificación contó con un 

coordinador responsable, se solicitó la evaluación de cada experto bajo la escala 1 = medio, 2 = alto, 3 = muy 

alto. Estos valores se consideraron como ponderaciones i, del escalar  correspondiente al experto i, en el 

sentido del producto externo referido en la Definición 2. Obviamente, los criterios de selección previa de los 

Estimado/a profesor/a: 

Como parte de una investigación científica, solicitamos de su amable colaboración. Por favor, responda 

a las siguientes preguntas, con base en su valiosa experiencia: 

1. Según su criterio, ¿cuál será el % mínimo de aprobados para esta prueba 

de ingreso? Su respuesta puede aproximarse hasta un lugar decimal. 

2. Según su criterio, ¿cuál será el % máximo de aprobados para esta 

prueba de ingreso? Su respuesta puede aproximarse hasta un lugar 

decimal. 

3. Según su criterio, ¿cuál será el % más probable de aprobados para esta 

prueba de ingreso? Su respuesta puede aproximarse hasta un lugar 

decimal. 

4. Respecto a la tercera pregunta, ¿cuán seguro/a está de que su respuesta 

será acertada? Marque con una equis (X) en la casilla que corresponda. 

5. Respecto a la tercera pregunta, ¿cuán seguro/a está de que no existe un 

valor más probable dentro del intervalo delimitado por las dos primeras 

respuestas? Marque con una equis (X) en la casilla que corresponda. 

Muy 

inseguro/a 

           
Muy 

seguro/a 

% 

% 

% 

Preguntas Sitio para las respuestas 

Le estamos muy agradecidos por su atenta colaboración. 

Muy 

inseguro/a 

           
Muy 

seguro/a 
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evaluadores permiten descartar categorías ordinales inferiores, tales como “bajo” y “muy bajo”. En cada caso 

el coordinador consignó uno de estos valores en los sobres anónimos tras ser recepcionados, conforme a su 

apreciación de la experiencia y nivel profesional de cada experto. 

 

2.4 Variables intervinientes en el estudio 

 

Bajo el modelo difuso pitagórico, las tres primeras preguntas del instrumento delimitan el dominio X de un 

número triangular, mientras que las dos últimas definen la correspondiente imagen P. Por su parte, el intervalo 

que demarcan las dos primeras preguntas expresa la entropía (En) bajo el modelo de nube. Asimismo, como 

expectativa (Ex) se toma cada punto medio, mientras que la hiperentropía (He) resulta de las diferencias entre 

las respuestas en dos aplicaciones consecutivas del mismo instrumento. A partir de aquí, puede comprenderse 

que cada pronóstico del porciento de aprobados queda definido de dos modos diferentes: mediante números 

difusos pitagóricos, con un valor explícito de menor vaguedad; y mediante nubes normales dependientes de 

parámetros, donde el valor más probable es una medida implícita de tendencia central. 

 

2.5 Procesamiento de los datos 

 

El procesamiento de la información se llevó a cabo con ayuda del lenguaje estadístico R de código abierto [34]. 

Particularmente, tomando en consideración ciertas complejidades técnicas de los algoritmos requeridos para el 

modelo de nube, se empleó la función CloudDelphi desarrollada en [6]. Una copia del código implementado se 

anexa al final del presente trabajo. 

 

3. RESULTADOS 

 

La Tabla 1 contiene la totalidad de los datos obtenidos tras la aplicación del instrumento. Se visualizan las 

variables del Delphi
EDP

, ya que las requeridas por el Delphi
EMN

 constituyen un subconjunto de estas. Puede 

apreciarse, en primer lugar, que la evaluación global del panel de expertos alcanza un valor promedio de 

 = 2.43, de manera que se localiza por encima de un nivel alto. 

 

Tabla 1. Resultados de la aplicación del instrumento 

Expertos Cuestionario № 1 Cuestionario № 2 

i i a
i

(1) ai
(1)

 ai

(1)
 

i
(1) i

(1)
 a

i

(2) ai
(2)

 ai

(2)
 

i
(2) i

(2)
 

1 3 50.0 70.0 62.0 0.7 0.6 55.0 67.0 64.0 0.8 0.7 

2 1 68.0 92.0 85.0 0.6 0.6 80.0 92.5 90.0 0.7 0.7 

3 3 55.0 75.0 65.0 0.8 0.6 57.0 80.0 75.0 0.7 0.5 

4 3 50.5 63.5 59.0 0.8 0.7 50.5 60.0 58.0 0.8 0.8 

5 3 60.0 75.0 66.0 0.5 0.1 60.0 66.0 63.0 0.3 0.1 

6 3 42.0 68.0 56.0 1.0 0.6 44.0 65.0 58.0 0.9 0.4 

7 3 42.0 70.0 62.0 0.7 0.3 45.0 75.0 62.0 0.5 0.5 

8 3 52.4 66.3 58.9 0.7 0.7 56.8 69.0 62.0 0.9 0.8 

9 3 56.0 65.0 58.0 0.1 0.1 56.0 65.0 58.0 0.1 0.1 

10 3 60.5 70.0 65.0 0.2 0.4 50.0 70.0 68.0 0.4 0.4 

11 3 62.0 75.0 68.0 0.1 1.0 65.0 78.0 72.0 0.1 1.0 

12 3 46.3 75.8 60.2 0.6 0.3 50.3 88.6 71.0 0.5 0.5 

13 3 40.0 65.0 60.0 0.9 0.8 45.0 65.0 60.0 0.8 0.8 

14 3 45.0 72.5 65.0 0.9 0.9 45.0 75.0 70.0 0.8 0.8 

15 2 60.0 75.0 79.0 1.0 1.0 60.0 75.0 79.0 1.0 1.0 

16 3 53.0 65.0 58.0 0.5 0.4 53.0 65.0 58.0 0.5 0.5 

17 1 60.0 70.0 67.0 0.4 0.9 60.0 70.0 67.0 0.5 1.0 
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18 3 60.0 80.0 75.0 0.2 0.5 65.0 80.0 75.0 0.4 0.4 

19 1 69.0 75.0 72.5 0.5 0.5 71.0 77.0 75.2 0.6 0.6 

20 3 33.3 85.0 72.0 0.2 0.5 40.0 85.0 75.8 0.2 0.6 

21 3 63.5 70.5 65.0 1.0 1.0 69.5 70.5 65.0 1.0 1.0 

22 3 70.0 80.0 75.0 0.9 0.3 65.0 68.0 65.0 0.9 0.2 

23 3 70.0 75.0 60.0 0.1 0.1 65.0 70.0 70.0 0.1 0.1 

24 1 40.0 60.0 50.0 0.6 0.6 40.0 60.0 50.0 0.7 0.7 

25 3 60.0 70.0 65.0 0.1 0.1 60.0 70.0 65.0 0.1 0.1 

26 2 80.5 90.8 85.5 0.4 0.4 80.5 90.8 85.5 0.4 0.4 

27 3 40.0 70.0 55.0 0.5 0.5 40.0 70.0 55.0 0.4 0.4 

28 1 40.0 90.0 60.0 0.8 0.7 40.0 90.0 60.0 0.9 0.8 

29 3 0.0 100.0 50.0 0.4 0.4 0.0 100.0 50.0 0.4 0.4 

30 3 55.0 85.0 70.0 0.5 0.5 60.0 90.0 75.0 0.6 0.6 

31 3 30.8 65.0 55.3 0.3 0.9 35.0 60.0 50.0 0.3 1.0 

32 2 50.0 75.0 64.0 0.8 0.6 50.0 75.0 64.0 0.7 0.7 

33 3 30.0 75.0 60.0 1.0 0.1 30.0 75.0 60.0 1.0 0.1 

34 1 60.0 75.0 70.0 1.0 0.2 60.0 75.0 70.0 0.9 0.2 

35 2 30.0 80.0 60.0 0.7 0.6 40.0 80.0 65.0 0.8 0.7 

36 3 45.0 85.0 65.0 0.1 0.3 45.0 85.0 65.0 0.4 0.8 

37 3 50.0 70.0 60.0 0.4 0.5 50.0 80.0 62.0 0.6 0.6 

38 3 20.0 40.0 30.0 0.4 0.4 20.0 40.0 30.0 0.4 0.4 

39 1 40.0 82.0 60.0 0.7 0.4 40.0 80.0 60.0 0.8 0.8 

40 3 50.0 80.0 60.0 0.9 0.7 50.0 80.0 60.0 0.7 0.7 

41 1 60.0 90.0 85.0 0.2 0.7 80.0 99.0 90.0 0.3 0.7 

42 1 70.0 80.0 75.0 0.9 0.9 60.0 70.0 65.0 0.9 0.9 

43 1 60.0 80.0 75.0 0.5 0.4 60.0 80.0 70.0 0.5 0.5 

44 1 50.0 70.0 55.0 0.8 0.8 40.0 65.0 70.0 1.0 1.0 

45 2 50.0 70.0 60.0 0.4 0.4 50.0 70.0 60.0 0.8 0.8 

46 3 50.0 75.0 60.0 0.7 0.7 50.0 75.0 60.0 0.8 0.8 

47 3 60.0 75.0 65.0 1.0 1.0 60.0 70.0 65.0 1.0 1.0 

48 3 80.5 85.1 82.5 0.7 0.7 80.5 86.5 84.3 0.8 0.7 

49 2 75.0 85.0 70.0 1.0 0.2 70.0 80.0 70.0 0.8 0.2 

50 1 60.0 70.0 65.0 0.4 0.5 60.0 70.0 65.0 0.4 0.5 

51 3 72.5 80.3 75.8 0.8 0.7 72.5 80.3 75.8 0.8 0.7 

52 3 50.0 60.0 52.0 0.7 0.8 50.0 60.0 52.0 0.7 1.0 

53 3 60.0 75.0 72.0 0.5 1.0 70.0 80.0 75.0 0.6 0.9 

54 2 58.0 88.0 60.0 0.6 0.9 55.0 85.0 59.0 0.7 0.8 

55 2 35.0 70.0 50.0 0.7 0.2 50.0 70.0 64.0 0.8 0.4 

56 3 50.0 95.0 80.0 0.4 0.4 65.0 95.0 75.0 0.4 0.4 

Promedio 2.43 52.34 75.35 64.57 0.59 0.56 53.96 75.24 65.85 0.62 0.61 

 

La Figura 2 refleja el caso particular del primer experto (i = 1). En el Delphi
EDP

 ya ha sido considerado el efecto 

de la ponderación correspondiente para 1 = 3. Las líneas discontinuas representan los resultados de la primera 
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ronda, donde el modelo pitagórico es aplicable plenamente pues 2 + 2 = 0.72 + 0.62 = 0.85 ≤ 1. El valor de 

indeterminación observado es Ã = √1 − 0.85 = 0.53, el cual es mitigado como consecuencia de la ponderación. 

En efecto, el valor de la función de pertenencia 
Ã

 = 
3Ã

 = √1 − (1 − 0.72)
3
 = 0.93 crece acercándose a la 

unidad, mientras que el de no pertenencia Ã = 3Ã = 0.63 = 0.22 decrece acercándose a cero. Luego, para 

valores no inferiores a 0 = 0(0.93, 0.22) = 0.40, resulta 3Ã = √1 − 0.932 + 0.222 = 0.29 < 0.53 = Ã y la 

indeterminación disminuye. En realidad, para el cálculo del promedio global se utiliza cada escalar i, 

normalizado por la suma de todas las evaluaciones. En el caso del primer experto, esto es 

1
'
 = 1 ∑ i

56
i=1⁄ = 3 136⁄  = 0.02. 

Delphi
EDP

 Delphi
EMN

 

 
 

Figura 2. Representación gráfica de las respuestas del primer experto 

Por su parte, las líneas continuas representan lo ocurrido en la segunda ronda, pero en este caso el modelo 

pitagórico no se satisface ya que 2 + 2 = 0.82 + 0.72 = 1.13 > 1. Este hecho ocurrió en 19 ocasiones durante 

la primera ronda (33.93%), y luego en 24 ocasiones durante la segunda ronda (42.86%). El modelo difuso 

pitagórico no explicó plenamente las observaciones empíricas. Por tanto, su aplicación en el Delphi
EDP

 debe 

adoptarse con cautela, donde los resultados deben asumirse con ciertas reservas. 

Para el mismo caso, la Figura 2 también refleja lo acontecido en las respuestas del primer experto con sendas 

nubes formadas por N = 1000 gotas. La primera ronda produce la nube representada con gotas grises, mientras 

que las gotas negras corresponden a la segunda ronda. A se vez, esta nube más oscura y de menor espesor 

constituye la nube sintética para un único individuo. El modelo solo utiliza los rangos estimados por el 

experto en cada respuesta. En la primera ocasión, el experto indica el intervalo [50, 70], de modo que la 

expectativa es el promedio Ex1
(1)

 = 
1

2
(50 + 70) = 60, la entropía es En1

(1)
 = 

1

6
(70 − 50) = 3.33 y la hiperentropía 

es He1
(1)

 = 
1

6
En = 0.56, como corresponde a la primera ronda (k = 1 y K = 6, en el segundo paso del Algoritmo 

2). Nótese que la arbitrariedad de la constante K solo influye en el espesor de la nube, así que tiene un carácter 

relativo que resulta útil para la comparación de nubes. Ya en la segunda ronda, el intervalo señalado por el 

experto es [55, 67], y entonces Ex1

(2)
 = 

1

2
(55 + 67) = 61, En1

(2)
 = 

1

6
(67 − 55) = 2, He1

(2)
 = 

1

6
[máx{67 − 70, 0} − máx{50 − 55, 0}] = 0. 

A diferencia del Delphi
EDP

, que modela básicamente la imprecisión y la vaguedad, el Delphi
EMN

 enfatiza la 

incertidumbre a partir de la evidencia objetiva que expresan las respuestas. En este último caso, la disminución 

de la incertidumbre viene dada por el decrecimiento que experimenta la hiperentropía, la cual se anula en la 

segunda ronda ya que el intervalo propuesto está contenido completamente en el primero. O sea, bajo el modelo 

de nube, mejor certidumbre equivale al refinamiento del pronóstico. 

Por su parte, la variación en el pronóstico propiamente dicho se obtiene de forma explícita en el Delphi
EDP

, 

donde el experto primero sugiere a1
(1)

 = 62 en la primera ronda, y luego a1
(2)

 = 64 en la segunda ronda. No 

obstante, bajo la mirada del Delphi
EMN

, este pronóstico más probable se obtiene de manera implícita, como 

promedio del intervalo de mayor probabilidad, donde la expectativa cambia en menor cuantía de Ex1
(1)
 = 60 a 

Ex1
(2)

 = 61. Obviamente la respuesta del experto no responde plenamente a una distribución normal. Este 

comportamiento también se aprecia de manera global, donde los valores medios de ai

(1)
 y ai

(2)
 (1 ≤ i ≤ 56) son 

iguales a 64.57 y 65.85, respectivamente en cada ronda (véase la última fila de la Tabla 1). Sin embargo, los 

valores centrales de los intervalos medios observados [52.34, 75.35] y [53.96, 75.24] son iguales a 63.84 y 

64.60, respectivamente. 
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Ambas disparidades son relativamente pequeñas para un pronóstico de porcentaje concebido en base a 100. 

Para comprobar el nivel de significación de estas diferencias, en cada ronda se comparó el conjunto de valores 

medios de los intervalos observados, con los promedios respectivos observados. El test de Wilcoxon reveló 

que, en ambos casos, la comparación entre pares de muestras relacionadas no produce diferencias significativas 

(ZRonda 1 = −1.03, p = 0.30 > 0.05 y ZRonda 2 = −1.79, p = 0.07 > 0.05, con base en rangos positivos). En fin, no 

existe evidencia empírica tangible que permita descartar que la no coincidencia, entre los valores medios de 

cada intervalo y el valor más probable declarado en ambas rondas, solo obedece al azar. Ya que no puede 

descartarse un comportamiento normal, el empleo del modelo de nube resulta razonable, pero no excepto de 

ciertas reservas. 

En relación al pronóstico global, se procedió conforme a lo dispuesto en ambos enfoques. Para el caso del 

Delphi
EDP

 se utilizó el promedio establecido en la Definición 5, ponderado con los valores normalizados de los 

escalares i. Para el Delphi
EMN

 se siguió el Algoritmo 2, donde la nube sintética basa su ponderación en los 

índices definidos para controlar la estabilidad del juicio experto (ΔEn e Inc). La Figura 3 resume ambos 

resultados. 

 

Delphi
EDP

 Delphi
EMN

 

 

 

Figura 3. Resultados globales en ambas rondas de pronóstico 

En el Delphi
EDP

 las líneas discontinuas muestran el pronóstico a priori (primera ronda), mientras que las líneas 

continuas reflejan el pronóstico a posteriori (segunda ronda). Las líneas más oscuras muestran los valores 

promedio. Nótese que las funciones de pertenencia tienden a crecer y las de no pertenencia tienden a decrecer. 

Por tanto, se evidencia mayor nivel de seguridad en la opinión colectiva, después de haber accedido al examen 

y a su clave de calificación. Los valores de pronóstico medio, en ambas rondas, aparece resumido en la Tabla 

2. Nótese que la incertidumbre global disminuye, pero muy ligeramente (apenas un 0.7%). 

Tabla 2. Resultados globales según el Delphi
EDP

 

Ronda Mínimo Valor más probable Máximo Valor de pertenencia Valor de no pertenencia Vaguedad 

1 52.38 64.61 75.32 0.66 0.54 0.8528 

2 54.18 65.95 75.35 0.69 0.50 0.8521 

Respecto al Delphi
EMN

, la representación responde a la etapa conclusiva, ya que se utilizan los resultados de 

ambas rondas para el cálculo de los elementos constitutivos de las nubes de cada experto en particular, y de la 

nube sintética en general. La función CloudDelphi ha sido implementada para la generación de nubes 

compuestas por 1000 gotas. La mayoría de las respuestas se concentra en una región relativamente común. 

Existen respuestas atípicas, como en el caso de los expertos № 38 y № 41. El primero, con una posición 

relativamente pesimista y estable, a diferencia del segundo que es más optimista, aunque inestable en sus 

apreciaciones prospectivas. Ambos sujetos se diferencian en cuanto a consistencia, pues el primero tiene una 

hiperentropía baja (He = 0.00), a diferencia del segundo (He = 1.50). La mayoría de las respuestas expresan 

intervalos de amplitud relativamente pequeña. Un caso anómalo lo muestra el experto № 29, con el mayor valor 

de entropía (En = 16.67), ocasionado por indicar en ambas ocasiones el universo de valores posibles (ver Tabla 

1). Si bien no se descartan problemas en la comprensión del instrumento, este tipo de respuesta también puede 

evidenciar otros aspectos subjetivos como el temor a asumir riesgos, la ausencia de compromiso con el estudio, 

e incluso negligencia en la conducta bajo situaciones de anonimato. La nube sintética constituye una expresión 

del comportamiento global y sus parámetros se resumen en la Tabla 3. 

Tabla 3. Resultados globales según el Delphi
EMN
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Parámetros de la nube sintética Denominación Valor 

Ex Expectativa 64.60 

En Entropía 16.67 

He Hiperentropía 0.33 
w Peso 1.00 

ΔEn Diferencia normalizada entre entropías consecutivas 16.67 

Unc Grado normalizado de incertidumbre 1.00 

Puede apreciarse que el valor de la expectativa es notablemente cercano al valor más probable obtenido en la 

primera ronda, y ligeramente inferior al obtenido en la segunda ronda (Ex = 64.60 < 64.61 < 65.95). Después 

de sumar y restar la entropía, se obtiene un rango de certidumbre dentro del intervalo [47.93, 81.27], más 

alongado que los intervalos comprendidos entre los mínimos y los máximos promedios en ambas rondas, 

conforme al Delphi
EDP

. Bajo el supuesto de normalidad, este intervalo explica aproximadamente el 68.27% de 

las observaciones. Al calcular el intervalo restringido sugerido por Li y Yi (2008), se obtiene [53.43, 75.77]. 

Este último explica el 60.65% y es muy similar al calculado para el Delphi
EDP

 en la segunda ronda 

([53.96, 75.24]). 

Ambos modelos han sido implementados para el procesamiento de información subjetiva, proveída por un 

panel de expertos. Si se toma en consideración información objetiva, confirmada por los resultados de 

promoción acontecidos, cabe preguntarse qué pronóstico se tendría para 2020. Para responder a esta pregunta    

           

se tomó la serie 

cronológica de los 

valores 

alcanzados por la 

provincia de 

Holguín, durante 

el periodo 2008-

2019.  

La Figura 4 muestra 

los 

resultados de la 

aplicación del 

modelo  

 

Figura 4. Modelo ARIMA(0, 1, 0) en la serie cronológica de resultados de promoción 
ARIMA(0, 1, 0) de paseo aleatorio. Las regiones sombreadas representan valores de confianza del 95% (gris 

más fuerte) y 99% (gris más tenue). Conforme a este modelo, el valor esperado para 2020 es igual a 72.78% 

dentro del intervalo [57.25, 88.31], para un 95% de confianza (2 = 62.77, función de verosimilitud 

ℒ(|x) = −38.38, criterio de información de Akaike corregido AICc = 79.20, criterio de información 

bayesiano BIC = 79.15). El resultado real de promoción en 2020 fue de un 69.12% (el valor observado en la 

Figura 4), de modo que la diferencia respecto al valor esperado alcanza 3.66 unidades porcentuales y se 

encuentra dentro del intervalo señalado. 

 

4. DISCUSIÓN Y CONCLUSIONES 

 

Si se comparan los pronósticos con respecto al porciento de promoción real obtenido en la prueba de ingreso 

en 2020 (69.12%), se tiene el siguiente ordenamiento basado en las respectivas distancias euclidianas: 

Delphi
EMN

 ≺ ARIMA ≺ Delphi
EDP

. O sea, el mejor resultado corresponde al valor más cercano al porciento 

real. Desde el punto de vista práctico, la economía de recursos logísticos y de tiempo favorecen al modelo 

ARIMA, el cual apenas requiere de la serie cronológica ya conocida y produce un resultado razonablemente 

bueno. Sin embargo, el estudio tiene lugar en el marco de una situación coyuntural e inusual, provocada por la 

pandemia de la COVID-19, con restricciones propias del confinamiento, situaciones de estrés e inseguridad, 

cambios drásticos hacia un sistema de educación virtual, entre otras limitaciones. Este escenario podría incidir 

negativamente en los resultados de promoción, bajo efectos que no dependen del azar. Por tanto, cobra valor el 

estudio comparado de métodos basados en información subjetiva, como la percepción prospectiva de un panel 
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de expertos. La Tabla 4 resume algunos de los elementos fundamentales de ambos enfoques para el método 

Delphi: 

Tabla 4. Comparación de ambos enfoques para el método Delphi 

Criterio Delphi
EDP

 Delphi
EMN

 

Variables 
fundamentales 

Basadas en números difusos pitagóricos triangulares 

ã = 〈X(a, a, a), P(, )〉. Enfatizan la imprecisión y 

la vaguedad 

Basadas en nubes normales compuestas determinadas 

por la expectativa (Ex), la entropía (En) y la 

hiperentropía (He). Enfatizan la incertidumbre 

Parámetros 

adicionales 
 Escalares de ponderación  proveídos por agentes 

externos 

Valores de adecuación gráfica K y N, prefijados por 

los investigadores 

Medidas a 

controlar 
Valor de indeterminación Ã y distancia difusa d(Ã, 

B̃) 

Diferencia normalizada de entropías (ΔEn) y grado 

normalizado de incertidumbre (Inc) 

Ponderación Externa, basada en la evaluación de cada experto 

(parámetro ) 

Interna, basada en la conducta de cada experto (peso 

w) 

Modelo 

matemático 

subyacente 

Esquema continuo, basado en números difusos 

pitagóricos de tipo triangular, donde 2 + 2 ≤ 1 

Esquema discreto, basado en gotas de una nube con 

distribución normal, donde t ~ N(Ex, (En')
2
) y 

En' ~ N(En, (He)
2
) 

Información de 

salida 

Un número difuso pitagórico triangular, donde el 

dominio expresa el pronóstico más probable dentro 
de un rango estimado, mientras que la imagen 

refleja el nivel de vaguedad 

Una nube sintética centrada en el valor más probable, 

donde la elongación expresa el grado de dispersión, 
mientras que el espesor refleja el grado de 

incertidumbre 

Intervalo de 
confianza y su 

interpretación 

[a,  a] donde la función de pertenencia es mayor que 

cero ( > 0) 

[Ex − 0.67En, Ex + 0.67En] que explica el 60.65% 

de la variabilidad 

Con base en este paralelo, puede apreciarse que tampoco el mejor resultado proviene del enfoque más sencillo. 

Por el contrario, el Delphi
EDP

 requiere de mayor volumen de información empírica y sus gráficos son más 

difíciles de interpretar. Adicionalmente, las evidencias experimentales demostraron que la conducta seguida 

por dos de cada cinco expertos no obedece al requisito 2 + 2 ≤ 1, de modo que el modelo pitagórico no se 

ajustó plenamente a la realidad. Estudios recientes han erigido un fundamento matemático para números difusos 

intuicionistas donde, en general,  +  ≤ 1 para  ∊ {1, 2, 3, …} [17]. Bajo este enfoque sería suficiente elegir 

un  mínimo tal que todas las evidencias empíricas satisfagan el modelo. Sin embargo, este camino complica 

aún más el procesamiento de la información. 

Tampoco debe obviarse la subjetividad inherente a la evaluación de cada experto por un solo individuo (el 

respectivo coordinador responsable, en cada salón asignado). Se trata de especialistas de amplia experiencia, 

pero ello no los exime de apreciaciones ligeras, desconocimientos puntuales sobre determinados expertos, entre 

otros elementos que disminuyen la objetividad en el conjunto de los escalares de ponderación . Las evidencias 

experimentales no reflejan distorsiones sensibles que pudieran ser atribuidas a este hecho, ya que son 

relativamente pequeñas las diferencias respecto a los valores obtenidos en los tres modelos. Este aspecto debe 

ser controlado en estudios futuros, a fin de lograr mayor consistencia en los resultados. 

Finalmente, el Delphi
EMN

 responde a un algoritmo previamente automatizado, donde el cambio perceptivo del 

panel no siempre es visible como en el caso anterior. En efecto, para visualizar dos nubes sintéticas se 

requerirían tres rondas Delphi, de modo que cada nube responda a un valor de hiperentropía basado en 

evidencias empíricas (de la segunda respecto a la primera, y de la tercera respecto a la segunda). Por otra parte, 

el nivel de incertidumbre no crece monótonamente al alejarse del valor central, sino que alcanza su valor 

máximo en ciertos puntos simétricos entre este y los límites del universo de discurso [39]. El intervalo sugerido 

por Li y Du [23], trata de evitar las zonas de mayor incertidumbre, pero apenas explica el 60.65% de la 

variabilidad. Por tanto, el nivel de certidumbre del resultado obtenido se ve afectado ante elevados valores de 

entropía. Si bien en el presente estudio no se encontraron evidencias empíricas que permitan rechazar un 

comportamiento normal en la conducta de los expertos, tampoco los resultados del test de Wilcoxon aportan 

evidencias enfáticas que así lo sugieran, especialmente en la segunda ronda (p = 0.3043 > 0.05 y 

p = 0.0734 > 0.05, respectivamente). 

Como puede apreciarse, ambos enfoques del método Delphi se diferencian en cuanto a la forma en que captan, 

procesan y exportan la información. Aunque ofrecen intervalos de confianza similares, sus capacidades de 

pronóstico no superan las técnicas tradicionales basadas en series temporales. Sin embargo, las evidencias 

experimentales sugieren que pueden constituir un recurso alternativo ante situaciones inusuales, donde el 

empleo de información diacrónica no queda completamente justificado. Ambos enfoques tienen ventajas y 

desventajas, las cuales deben ser tomadas en cuenta antes de seguir uno de estos enfoques del método 

prospectivo Delphi orientado hacia el pronóstico. La Tabla 5 expresa un paralelo relacionado con elementos 

prácticos y epistémicos, relativos a ambos enfoques. 
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Tabla 5. Paralelo de ambos enfoques bajo una mirada pragmática 

Aspecto Delphi
EDP

 Delphi
EMN

 

Contextos de 

aplicación 

Situaciones de pronóstico, donde no existe evidencia histórica documentada, ni información estadística suficiente o 

confiable. Se plantean escenarios relativamente nuevos, con niveles de complejidad que involucran una pluralidad 
de perspectivas. No existen datos expresados de forma diacrónica, lo cual impide la aplicación de modelos basados 

en series temporales. Se cuenta con expertos capaces de proveer información veraz y oportuna, cimentada por su 

amplia experiencia y profesionalidad. 

Énfasis 

gnoseológico 

Se explora la vaguedad e imprecisión de la información 

que proveen los expertos, bajo un paradigma 

intuicionista. 

Se pondera la incertidumbre presente en el proceso. 

Principales 
obstáculos 

Se requiere mayor volumen de información empírica. 
Los gráficos son difíciles de interpretar, lo cual se 

complejiza de modo significativo a partir de una tercera 

ronda. La simplificación basada en números difusos 
pitagóricos triangulares implica pérdida de información 

en el modelo. Existe situaciones que no se ajustan al 

modelo pitagórico. 

Alta sensibilidad a los cambios de opinión de una ronda 
a otra. Equiparación apriorística de los niveles de 

experticia. Elevado nivel de complejidad del modelo 

matemático, lo cual se refleja en el diseño de los gráficos 
con ayuda de paquetes computacionales. El nivel de 

certidumbre se ve afectado ante elevados valores de 

entropía. 

Oportunidades 

prácticas 

La utilización de números difusos pitagóricos 

triangulares simplifica los gráficos. Facilidades de 

representación gráfica en paquetes orientados al cálculo 

numérico. Posibilidades de aplicación de modelos -

fuzzy generalizados. 

Menor cantidad de información empírica requerida. La 

interpretación de los gráficos se apoya en parámetros 

descriptivos. Facilidades de interpretación en entornos de 
dos a tres rondas. 

Con base en el análisis anterior, la selección o desestimación de un enfoque no determinista del Delphi de 

pronóstico, estará mediada por elementos contextuales y orientada por preceptos epistémicos. Sin embargo, el 

tipo de enfoque seleccionado dependerá más específicamente del propio diseño de cada investigación, donde 

se potencian las oportunidades y se despliegan recursos que atenúen los obstáculos correspondientes. 
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ANEXO 

Código en R de la función CloudDelphi 

 

En este anexo se presenta el código de la función CloudDelphi, escrito en lenguaje estadístico R (tomado de [6] 

con algunas modificaciones). Puede copiarse todo el código que sigue en la consola de R, sin necesidad de 

cargar paquetes adicionales. Al final aparece un ejemplo de nube sintética, a partir de las nubes correspondientes 

a seis expertos. 

 
# CloudDelphi Function 

 
CloudDelphi = function(CurrentIntervals, ForegoingIntervals, ForegoingEntropy, 

                       Min = 10, Max = 80, K = 6, Upper = TRUE, Lower = TRUE, 

                       Expectation = TRUE, Uncertainty = TRUE, 

                       DropExpertType = 1, DropSyntecticType = 3, 

                       DropExpertSize = .6, DropSyntecticSize = 1, 

                       CloudExpertIteration = 1000, CloudSyntecticIteration = 1000, 
                       CloudSyntecticColor = "black", CloudExpertColor = "grey66",  

                       DecimalPlaces = 2) { 

 
# Debugging data 

 

IntervalError = FALSE 
if (length(CurrentIntervals)==0 || length(CurrentIntervals)/2!=round(length(CurrentIntervals)/2))  

    IntervalError = TRUE andand stop("There are some error in data", call. = FALSE) else 

    Experts=length(CurrentIntervals)/2 
for (i in 1:Experts) if (CurrentIntervals[2*i]-CurrentIntervals[2*i-1]<0) IntervalError = TRUE 

if (length(ForegoingIntervals)!=0 andand length(ForegoingIntervals)!=length(CurrentIntervals)) IntervalError = TRUE 

if (length(ForegoingIntervals)==length(CurrentIntervals)) for (i in 1:Experts)  
    if (ForegoingIntervals[2*i]-ForegoingIntervals[2*i-1]<0) IntervalError = TRUE 

if (length(CurrentIntervals)!=2 andand length(ForegoingEntropy)!=0 andand 

   length(ForegoingEntropy)!=Experts andand length(ForegoingEntropy)!=Experts+1) IntervalError = TRUE 
if (length(CurrentIntervals)==2 andand (length(ForegoingEntropy)>2 || length(ForegoingEntropy)>1)) IntervalError = TRUE 

 

# Calculating expectation, entropy, hyper-entropy and weight 
 

if (IntervalError) stop("There are some error in data", call. = FALSE) else { 

     Ex_i=En_i=He_i=c(1:Experts) 
     for (i in 1:Experts) {Ex_i[i]=(CurrentIntervals[2*i]+CurrentIntervals[2*i-1])/2 

                           En_i[i]=(CurrentIntervals[2*i]-CurrentIntervals[2*i-1])/6} 

     if (length(ForegoingIntervals)==0) for (i in 1:Experts) He_i[i]=En_i[i]/K else 
                                        for (i in 1:Experts) He_i[i]=(max(CurrentIntervals[2*i]-ForegoingIntervals[2*i],0) 

                                                                      +max(ForegoingIntervals[2*i-1]-CurrentIntervals[2*i-1],0))/6} 

Ex_s = mean(Ex_i) 
En_s = (max(Ex_i+3*En_i)-min(Ex_i-3*En_i))/6 

He_s = mean(He_i) 

Weight = c(1:Experts) 
for (i in 1:Experts) Weight[i] = 1/(abs((Ex_i[i]-Ex_s)/Ex_s)+En_i[i]+He_i[i]) 

SumWeight = sum(Weight) 

for (i in 1:Experts) Weight[i] = Weight[i]/SumWeight 
 

# Calculating the stability indices of expert judgment 
 

DeltaEntropyIndex = UncertaintyIndex = c(0:Experts+1) 

if (length(ForegoingEntropy)!=0) {for (i in 1:Experts) DeltaEntropyIndex[i] = abs(ForegoingEntropy[i] - En_i[i])/ForegoingEntropy[i] 
       DeltaEntropyIndex[Experts+1] = abs(ForegoingEntropy[Experts+1] - En_s)/ForegoingEntropy[Experts+1]} else { 

       DeltaEntropyIndex[1:Experts] = En_i 

       DeltaEntropyIndex[Experts+1] = En_s} 
UncertaintyIndex = He_i/En_i 

UncertaintyIndex[Experts+1] = He_s/En_s 

 

# Assembling data as matrix 

 

Round = cbind(Ex_i, En_i, He_i, Weight, DeltaEntropyIndex[1:Experts], UncertaintyIndex[1:Experts]) 
Round = rbind(Round,c(Ex_s, En_s, He_s, 1, DeltaEntropyIndex[Experts+1], UncertaintyIndex[Experts]+1)) 

dimnames(Round) = list(c(), c("Ex","En","He","w", paste("Δ","En",sep=""), "Unc")) 

rownames(Round) = rownames(Round, do.NULL=FALSE, prefix="Exp_") 
rownames(Round)[Experts+1] = "Exp_s" 

Round = t(Round) 
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# Preparing coordinate system 

 
windows(width = 16, height = 9) 

plot(0, 0, type="n", xaxt="s", yaxt="s", ylim=c(0,1.03), xlim=c(Min,Max), 

     xlab="x", ylab="µ(x)", main="Cloud Delphi") 
 

# Generating the Cloud function 

 
Cloud = function(Ex, En, He, Color, Type, Size, N, 

                 CurveE=FALSE, CurveU=FALSE, CurveL=FALSE, CurveI=FALSE) 

  {P = array(0, dim=c(N,2)) 
   i = 1 

   while (i <= N) 

      { 

      Em_i = rnorm(1, mean=En, sd=He) 

      X_i = rnorm(1, mean = Ex, sd=Em_i) 

      Mu_i = sqrt(2*pi)*Em_i*dnorm(X_i, mean=Ex, sd=Em_i) 
      P[i,1] = X_i 

      P[i,2] = Mu_i 

      i = i+1 
      } 

   points(P, col=Color, pch=Type, cex = Size) 

   D1 = En-3*He 
   D2 = En+3*He 

   E = function(x) {sqrt(2*pi)*En*dnorm(x, Ex, En)} 

   U = function(x) {sqrt(2*pi)*D2*dnorm(x, Ex, D2)} 
   L = function(x) {sqrt(2*pi)*(D1)*dnorm(x, Ex, D1)} 

   I = function(x) {U(x)-L(x)} 

   if (CurveE) {curve(E(x), add=TRUE, col="green")} 
   if (CurveU) {curve(U(x), add=TRUE, col="red", lty=2, lwd=1)} 

   if (CurveL) {curve(L(x), add=TRUE, col="blue", lty=2, lwd=1)} 

   if (CurveI) {curve(I(x), add=TRUE, col="magenta") 
                D3 = 2*D2*D1*sqrt((log(D2)-log(D1))/(D2^2-D1^2)) 

                X1 = Ex-D3 

                X2 = Ex+D3 
                segments(X1, L(X1), X1, U(X1), col=6, lty=1, lwd=4) 

                segments(X2, L(X2), X2, U(X2), col=6, lty=1, lwd=4) 

                text(X1+(Max-Min)*.13, (L(X1)+U(X1))/2, "Maximum uncertainty", 
                     col = "magenta") 

                arrows(X1+(Max-Min)*.005, (L(X1)+U(X1))/2, X1+(Max-Min)*.05, 

                      (L(X1)+U(X1))/2, length = .1, angle=20, code=1, col="magenta") 
                } 

   par(new=TRUE) 

   if (CurveE | CurveU | CurveL | CurveI) 
   legend(.86*(Max-Min)+Min, .97, c(ifelse(CurveE, "Upper", ""), 

                      ifelse(CurveU, "Lower", ""), 

                      ifelse(CurveL, "Expectation", ""), 
                      ifelse(CurveI, "Uncertainty", "")), 

          col = c(2,4,3,6), text.col = c(2,4,3,6), 

          lty = c(2*CurveE, 2*CurveU, 1*CurveL, 1*CurveI), 
          pch = NA, bg = "white") 

 } 
 

# Plotting each expert's clouds and the synthetic cloud 

 
if (Experts!=1) {for (i in 1:Experts) Cloud(Round[1,i], Round[2,i], Round[3,i], 

                                            CloudExpertColor, DropExpertType, DropExpertSize, 

                                            CloudExpertIteration)} 
Cloud(Ex_s, En_s, He_s, CloudSyntecticColor, DropSyntecticType, DropSyntecticSize, 

      CloudSyntecticIteration, Upper, Lower, Expectation, Uncertainty) 

if (Experts!=1) {text(Round[1,Experts+1], 1.04, colnames(Round)[Experts+1], 

                      col=CloudSyntecticColor) 

                 for (i in 1:Experts) text(Round[1,i], 1.04, colnames(Round)[i], 

                                           col=CloudExpertColor) 
                } else text(Round[1,Experts+1], 1.04, "Normal cloud generated", 

                            col=CloudSyntecticColor) 

 
# Constructing the output matrix 
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round(Round, DecimalPlaces) 

} 

 
# An example of a synthetic cloud based on six experts 

 

a = c(58,64,  20,26,  20,30,  31,33,  62,68,  71,79)  # CurrentIntervals 
b = c(57,63,  19,23,  20,31,  32,33,  61,72,  73,82)  # ForegoingIntervals 

c = c(0.61, 0.30, 1.00, 0.22, 1.09, 1.50, 1.95)       # ForegoingEntropy 

CloudDelphi(a, b, c) 


