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ABSTRACT

This review paper systematizes a detailed, didactical and own construction of the singular value

decomposition (SVD). The theory is complemented with relevant applications to image processing.

Also, the algorithms of those applications and numerical examples are shown. The way how the

document is organized allows it to be useful for students and researchers with interest in the SVD

and its applications to image processing.
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RESUMEN

El presente art́ıculo, de tipo review, sistematiza una construcción propia, detallada y didáctica de

la descomposición en valores singulares de una matriz (SVD, por su siglas en inglés). A su vez,

complementa el desarrollo teórico con aplicaciones relevantes de la SVD en el procesamiento de

imágenes, junto con los algoritmos respectivos y ejemplos numéricos. La forma clara en que se

estructura el documento le permite ser útil para aquellos estudiantes e investigadores dedicados al

estudio de la SVD y sus aplicaciones en procesamiento de imágenes.

PALABRAS CLAVE: SVD, valores singulares, procesamiento de imágenes, Álgebra Lineal.

1. INTRODUCCIÓN

La descomposición en valores singulares de una matriz (SVD, por sus siglas en inglés) es un tipo de

factorización que generaliza para cualquier matriz rectangular el concepto de valores propios, mediante

una extensión de la descomposición polar ([16, 13]). Esta estrategia es similar a la diagonalización de

matrices, la descomposición QR o la descomposición LU, sin embargo, tiene la ventaja que existe para
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cualquier matriz, sin imponer limitaciones sobre su dimensión. Como se mostrará posteriormente, la

SVD es ampliamente utilizada en diversas aplicaciones, algunas de las cuales se abordarán con detalle

en este documento. Parte de su fortaleza recae en que los valores singulares permiten organizar, en

cierto sentido, la información almacenada en una matriz. Los valores singulares de mayor magnitud

se asocian a subespacios propios que condensan la información más significativa de los datos. Esto

permite reducir la dimensionalidad de problemas concretos como la compresión de imágenes, en donde

es posible controlar la calidad de la compresión, mediante la magnitud de dichos valores.

El inicio del estudio de la SVD fue en 1873 mediante los trabajos desarrollados por Eugenio Beltrami

([4]) y Camille Jordan ([19]). Sobre esto, el matemático G. W. Stewart resalta que Beltrami y Jordan

son los progenitores de la SVD, ya que Beltrami fue el primero en llevar a cabo la publicación de dicha

descomposición y Jordan por la completitud y la elegancia de la representación ([25]). Curiosamente,

el origen de la SVD precedió al uso de las matrices, ya que los resultados se desarrollaron en términos

de determinantes, formas bilineales y formas cuadráticas ([25, 22]).

La SVD tiene diversas aplicaciones en Matemática tales como calcular la inversa de Moore-Penrose,

determinar el rango de una matriz, calcular el espacio nulo y rango de una transformación lineal (

[15, 16, 13]) e, inclusive, en Estad́ıstica ha sido utilizada como una generalización del método de

Análisis de Componentes Principales ([18]). Sin embargo, en los últimos años este concepto también

se ha extendido al campo de la ingenieŕıa. La búsqueda y ordenamiento de documentos relevantes

dentro de una determinada colección (como lo hacen los motores de búsqueda en Internet), aśı como

en el desarrollo de sistemas de control de múltiple entrada y múltiple salida, con el fin de mejorar

las ondas de transmisión y recepción en antenas para dispositivos inalámbricos, son ejemplos de ello

([27, 28]). En el procesamiento de imágenes también ha ido en aumento y esto es relevante porque

afecta positivamente áreas como la medicina, telecomunicaciones, control de procesos industriales y al

entretenimiento ([23]). Algunos ejemplos concretos son la compresión de imágenes digitales a través

del rango matricial ([22, 8]), el modelado de fondo de videos ([30]), la eliminación de ruido de una

imagen ([1, 30]) y el reconocimiento facial ([29]).

El presente art́ıculo, de tipo review, muestra una revisión meticulosa y autónoma de la descomposición

en valores singulares de una matriz, con particular énfasis en algunas aplicaciones en el procesamiento

de imágenes. La construcción teórica realizada es propia de los autores, no en el sentido de la origi-

nalidad de los resultados y teoremas que se usan (todos ellos son ampliamente conocidos en Álgebra

Lineal), si no en la forma didáctica en que se organizan y detallan en el documento para que cualquier

lector con conocimientos básicos de Álgebra Lineal pueda asimilar la deducción, sin necesidad de es-

tar consultando recurrentemente otros art́ıculos o libros. Dichas explicaciones se complementan con

ejemplos numéricos que ayudan al lector para una mejor comprensión de los resultados. Muchas otras

publicaciones relevantes tratan la SVD (ver [25] y [22], por ejemplo), sin embargo, se enfocan en el

teorema en śı y su demostración, dejando de lado los conceptos y resultados periféricos necesarios para

el proceso. Por ello, el art́ıculo da una visión teórica más completa y global de la SVD, que potencia

al lector a entender cómo esta descomposición funciona en aplicaciones concretas.

Por otra parte, el ejemplo clásico en la literatura sobre la SVD en el área del procesamiento de imágenes
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consiste en la compresión de imágenes, por lo que el presente art́ıculo muestra detalladamente otras

aplicaciones actuales y que no son frecuentemente referenciadas al mostrar ejemplos aplicados de esta

descomposición. Por ello, se mostrará cómo la SVD puede ser utilizada en el modelado de fondo de

imágenes para la detección de movimiento en videos, en la eliminación de ruido de una imagen y en

el reconocimiento facial.

Cabe aclarar que los autores del presente documento no elaboraron ni propusieron los algoritmos y

aplicaciones mencionados en la Sección 4. Los autores solo se dedicaron a realizar la reproducción de

ellos, y realizar una presentación y organización original de estos métodos.

Finalmente, el art́ıculo está organizado de la siguiente manera. En la sección 2 se presentan los concep-

tos previos necesarios para formalizar la SVD. En la sección 3 se formaliza y ejemplifica la descompo-

sición. En la sección 4 se sintetiza un conjunto de aplicaciones de la SVD en al área del procesamiento

de imágenes. Finalmente, en la sección 5 se presentan las conclusiones.

2. PRELIMINARES

En esta sección se resumen los conceptos y resultados necesarios para formalizar la SVD. Algunos de

ellos se justificarán en el texto, otros son bastante conocidos y pueden ser fácilmente encontrados en

la literatura.

Dados m,n ∈ N, se denotará con Mat(C,m, n) el conjunto de las matrices de entradas complejas de m

filas y n columnas. Por su parte, Mat(C, n) denota el conjunto de las matrices cuadradas de orden n de

entradas complejas. Se escribirá Am×n o An, si A ∈ Mat(C,m, n) o A ∈ Mat(C, n), respectivamente. A

la matriz Σ ∈ Mat(C,m, n) tal que σij = 0, cuando i 6= j, se le denomina matriz diagonal generalizada.

En el caso que Σ sea cuadrada, simplemente se le llama matriz diagonal.

Si U ∈ Mat(C,m, n), la transpuesta conjugada de U se denotará U∗, y satisface que u∗ij = uji,

∀i, j. Si U solo tiene entradas reales, entonces U∗ = UT. En caso que U ∈ Mat(C, n), se le llama

hermitiana o autoadjunta si U = U∗. Además, U es unitaria si U∗ · U = In = U · U∗, esto es, si

U−1 existe y U−1 = U∗. Es claro que las matrices cuadradas AA∗ y A∗A son hermitianas, para toda

A ∈ Mat(C,m, n).

Dada A ∈ Mat(C,m, n), una representación de A por bloques con p bloques-fila y q bloques-columna

tiene la forma:

A =


A11 A12 . . . A1q

...
...

Ap1 Ap2 . . . Apq

 ,

tal que para i fijo (1 ≤ i ≤ p) todas las submatrices Aij (1 ≤ j ≤ q) tienen que tener la misma

cantidad de filas (no aśı con el número de columnas). Similarmente, para j fijo todas las submatrices

Aij tienen que tener la misma cantidad de columnas (no aśı con el número de filas). Evidentemente,

la representación por bloques de una matriz no es única. Si las matrices A ∈ Mat(C,m, n) y B ∈
Mat(C, n, s) se organizan por bloques de manera que A tiene p bloques-fila y q bloques-columna,
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y B tiene q bloques-fila y t bloques-columna, entonces el producto AB está dado por (AB)ij =∑q
k=1AikBkj , 1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ t, siempre que el producto de bloques AikBkj esté bien definido

para todo k.

Si A ∈ Mat(C,m, n), el rango columna de A es el número máximo de columnas que son linealmente

independientes. Similarmente, el rango fila de A es el número máximo de filas que son linealmente

independientes. En [20] se demuestra que dichos valores son iguales y se le denomina el rango de A.

Es común utilizar las notaciones r(A) y rg(A) para denotar a este valor. Es claro que 0 ≤ r(A) ≤
mı́n{m,n}, y en caso que r(A) = mı́n{m,n}, entonces se dice que A es de rango completo. Algunas

de las propiedades bastante conocidas sobre el rango de una matriz son:

Si A es una matriz cuadrada, A es invertible si y solo si es de rango completo.

Si B ∈ Mat(C,m) es una matriz no singular, r(BA) = r(A), para todo A ∈ Mat(C,m, n).

Si Σ ∈ Mat(C,m, n) es una matriz diagonal generalizada, entonces su rango corresponde al

número de entradas no nulas.

Para A ∈ Mat(C, n), a un vector v ∈ Cn, v 6= 0, se le llama vector propio de A si existe un escalar

λ (llamado valor propio) tal que Av = λv o, equivalentemente, (λIn −A) v = 0. Esta definición

implica analizar la ecuación matricial (λIn −A)X = 0, que tendrá soluciones no triviales si y solo

si r(λIn − A) < n. Por ende, λ es valor propio de A si y solo si |λIn − A| = 0. A la expresión

P (λ) = |λIn − A| se le denomina polinomio caracteŕıstico de A y a |λIn − A| = 0 la ecuación

caracteŕıstica. Los valores propios de A son las ráıces de su polinomio caracteŕıstico.

En caso que exista una matriz Q no singular tal que A = QΣQ−1 (o, equivalentemente, Q−1AQ = Σ),

donde Σ es una matriz diagonal, entonces se dice que A es diagonalizable. Esto es, A es diagonalizable

si es semejante a una matriz diagonal. En general, una condición necesaria y suficiente para que una

matriz A ∈ Mat(C, n) sea diagonalizable es que su polinomio caracteŕıstico tenga solo ráıces reales y

tal que para cada valor propio λ, de multiplicidad k, k ≥ 2, deben existir k vectores propios linealmente

independientes. Si esto sucede, entonces las columnas de Q están formadas por tales vectores propios

y Σ contiene en su diagonal a los valores propios de A, ordenados de manera respectiva como los

vectores propios correspondientes fueron colocados como columnas de Q. La diagonalización de una

matriz cuadrada, en caso que sea posible, da una factorización de ella y esto es útil, por ejemplo, para

la rotación de secciones cónicas y para el cálculo de An, n ∈ N. No obstante, la diagonalización de

matrices tiene tres desventajas significativas:

La matriz tiene que ser cuadrada. En muchas aplicaciones la matriz de datos no es cuadrada, y

por ende la diagonalización deja de ser una herramienta útil.

Los vectores propios de A usualmente no son ortogonales. Para el caso que A sea simétrica

y de entradas reales siempre es posible diagonalizarla ortogonalmente (u ortonormalmente, en

caso que se necesiten vectores propios unitarios), sin embargo, para cada valor propio de A de

multiplicidad k, k ≥ 2, es necesario seleccionar k vectores propios ortogonales del subespacio
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propio respectivo. Esta selección no siempre es inmediata, y puede que se tengan que realizar

cálculo adicionales, como el proceso de ortogonalización de Gram-Schmidt.

Usualmente no hay “suficientes” vectores propios. Esto pasa en caso que el subespacio propio

asociado a un valor propio de multiplicidad k, k ≥ 2, tenga un dimensión menor que k. Por

ende, no es posible construir todas las columnas de la matriz Q que define la diagonalización,

con la caracteŕıstica de ser linealmente independientes.

Como se verá luego, la descomposición en valores singulares de una matriz es una alternativa más

eficiente a la diagonalización de matrices, dado que evita las tres limitaciones citados arriba.

Algunos de los teoremas que permiten justificar ciertas caracteŕısticas de la SVD se demuestran

utilizando las propiedades de un producto interno (conocido también como producto escalar). Por ello

es necesario recordar que si V es un espacio vectorial sobre C, un producto interno en V es una función

〈·, ·〉 : V ×V → F que satisface para todo u, v, w ∈ V y para todo α ∈ C lo siguiente: 〈u, v〉 = 〈v, u〉 ,
〈αu, v〉 = α 〈u, v〉, 〈u+ v, w〉 = 〈u,w〉+ 〈v, w〉, 〈u, u〉 ≥ 0 y 〈u, u〉 = 0 ⇐⇒ u = 0. De la definición

se deduce fácilmente que: 〈x, y + z〉 = 〈x, y〉 + 〈x, z〉 y 〈x, αy〉 = α 〈x, y〉. La forma general de un

producto interno en Cn se conoce como la forma hermitiana y es tal que 〈u, v〉 = v∗Mu = u∗Mv,

para todo u, v ∈ Cn, donde M es cualquier matriz hermitiana definida positiva1 y v∗ es el conjugado

transpuesto de v. Es común seleccionar M = In y, por ende, usualmente se esribe: 〈u, v〉 = v∗u.

Si S = {u1, . . . , un} es un conjunto ortogonal de vectores no nulos de un espacio vectorial V sobre C
de dimensión n, entonces para i ∈ {1, . . . , n} se tiene que:

0 =

n∑
k=1

ck · uk ⇒ u∗i · 0 = ci · (u∗i · ui)⇒ 0 = ci · 〈ui, ui〉 ⇒ ci = 0

Por lo tanto, todo subconjunto ortogonal finito de un espacio vectorial de dimensión finita es lineal-

mente independiente. De hecho, como la cantidad de vectores no nulos linealmente independientes

en S es n, que coincide con la dimensión de V , entonces S es una base de dicho espacio vectorial,

denominada base ortogonal de V y si, además, los vectores de S son unitarios, entonces S es una base

ortonormal de V .

Se concluye esta sección con la prueba de cuatro resultados fundamentales para establecer la SVD de

una matriz. En resumen:

Todo valor propio de una matriz hermitiana es real.

Si A ∈ Mat(C,m, n), los valores propios de las matrices AA∗ y A∗A son reales no negativos.

Los vectores propios asociados a valores propios distintos de una matriz hermitiana generan

subespacios propios ortogonales.

Las columnas de una matriz unitaria de orden n forman una base ortonormal de Cn.

1La matriz M hermitiana se dice definida positiva si u∗Mu > 0, para todo u ∈ Cn no nulo. Otra forma equivalente

de definirla es que todos los autovalores (valores propios) de M sean positivos.
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Teorema 1 (Valor propio de una matriz hermitiana)

Sea U ∈ Mat(C, n) hermitiana. Si λ es un valor propio de U , entonces λ ∈ R.

Prueba: Sea v ∈ Cn un vector propio de U (v 6= 0, por definición) asociado a λ. Note que:

λ 〈v, v〉 = 〈v, λv〉 = 〈v, Uv〉 = (Uv)∗v = v∗U∗v

= v∗Uv = 〈Uv, v〉 = 〈λv, v〉 = λ 〈v, v〉

Aśı, (λ− λ) ·〈v, v〉 = 0. Como v 6= 0, entonces λ = λ y de ah́ı se tiene el resultado.
♣

Teorema 2

Sea A ∈ Mat(C,m, n). Los valores propios de A∗A y de AA∗ son no negativos.

Prueba: Sea λ valor propio de A∗A (el otro caso es similar) y v un vector propio asociado a λ. Como

A∗A es hermitiana, en virtud del teorema 1 se sabe que λ ∈ R. Luego,

λ · 〈v, v〉 = 〈v, λv〉 = 〈v,A∗Av〉 = (A∗Av)∗v = v∗A∗Av

= (Av)∗Av = 〈Av,Av〉 ≥ 0

Aśı, λ · 〈v, v〉 ≥ 0, de donde λ ≥ 0.
♣

Teorema 3

Sea U ∈ Mat(C, n) hermitiana. Si λ1 y λ2 son autovalores de U , tales que λ1 6= λ2, y v1 y v2

autovectores asociados a λ1 y λ2, respectivamente, entonces v1 ⊥ v2.

Prueba: En efecto:

λ1 〈v1, v2〉 = 〈λ1v1, v2〉 = 〈Uv1, v2〉 = v∗2Uv1 = v∗2U
∗v1

= (Uv2)∗v1 = 〈v1, Uv2〉 = 〈v1, λ2v2〉 = λ2 〈v1, v2〉

= λ2 〈v1, v2〉

Aśı, (λ1 − λ2) ·〈v1, v2〉 = 0, de donde v1 ⊥ v2.
♣

Teorema 4

Sea U ∈ Mat(C, n). U es unitaria si y solo si sus vectores columnas forman un conjunto ortonormal

con el producto escalar complejo usual.
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Prueba: Denote U = (u1 u2 . . . un), donde cada ui, 1 ≤ i ≤ n, corresponde a la i-ésima columna de

C. Note que:

U∗U =


u∗1

u∗2
...

u∗n

 (u1 u2 . . . un) =


u∗1u1 u∗1u2 . . . u∗1un

u∗2u1 u∗2u2 . . . u∗2un
...

...

u∗nu1 u∗nu2 . . . u∗nun



=


〈u1, u1〉 〈u2, u1〉 . . . 〈un, u1〉
〈u1, u2〉 〈u2, u2〉 . . . 〈un, u2〉

...
...

〈u1, un〉 〈u2, un〉 . . . 〈un, un〉


De lo anterior se concluye que: U unitaria ⇐⇒ U∗U = In ⇐⇒ [ 〈ui, uj〉 = 0 para i 6= j y

〈ui, ui〉 = ‖ui‖2 = 1 para i ∈ {1, . . . , n}
]
. Esto finaliza la prueba. ♣

En virtud del teorema 4, las columnas de una matriz unitaria U ∈ Mat(C, n) forman una base

ortonormal de Cn con respecto al producto escalar usual y, además, se deduce que toda matriz unitaria

es de rango completo.

3. LA DESCOMPOSICIÓN EN VALORES SINGULARES

En esta sección se procederá a formalizar y ejemplificar la SVD. El teorema 5 establece la existencia

de la descomposición para una matriz cualquiera. Para la prueba, suponga sin pérdida de generalidad

que n ≤ m (adaptaciones mı́nimas permiten establecer la prueba para el caso que n ≥ m).

Teorema 5 (Existencia de la SVD)

Sean m,n ∈ N y A ∈ Mat(C,m, n) de rango r. Existen matrices unitarias Um×m y Vn×n tales

que A = UΣV ∗, donde Σm×n es una matriz diagonal generalizada de entradas reales no negativas.

Dicha factorización se le llama descomposición en valores singulares y si A solo tiene entradas reales,

entonces A = UΣV T.

Prueba: Primero se tiene que r = r(A) = r(A∗A) (ver [6] para la prueba de este hecho). Luego,

en virtud del teorema 2 los valores propios de A∗A son no negativos. Denote dichos valores propios

σ2
1 ≥ σ2

2 ≥ . . . ≥ σ2
r > σ2

r+1 = σ2
r+1 = . . . = σ2

n = 0 y los respectivos vectores propios v1, . . . , vn

normalizados. Aśı,

A∗Avi = σ2
i vi, para i = 1, . . . , n (3.1)

Del teorema (3) se concluye que {v1, . . . , vn} es un conjunto ortogonal (en realidad, ortonormal, por la

normalidad pedida sobre los vi). Considere las matrices Vr = (v1 v2 . . . vr), Vn−r = (vr+1 vr+2 . . . vn)

y Σr = diag(σ1, . . . , σr). De (3.1) note que:

A∗AVr = VrΣ
2
r (3.2)
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Además, como {v1, . . . , vn} es ortonormal, entonces V ∗r Vr = I, por lo que

A∗AVr = VrΣ
2
r ⇒ V ∗r A

∗AVr = V ∗r VrΣ
2
r ⇒ V ∗r A

∗AVr = Σ2
r

Luego,

V ∗r A
∗AVr = Σ2

r ⇒ Σ−1r V ∗r A
∗AVrΣ

−1
r = I (3.3)

Ahora, denote Ur = AVrΣ
−1
r , de donde

U∗r = Σ−1r V ∗r A
∗ (3.4)

De (3.3), entonces se nota que U∗rUr = I y por ende Ur es una matriz unitaria de tamaño m × r.
Considere ahora otra matriz unitaria Um−r de tamaño m × (m − r) tal que Um−r sea ortogonal a

Ur. Esto es, que cada vector-columna de Um−r sea ortogonal a todo vector-columna de Ur, de donde

U∗m−rUr = 0. La existencia y forma para construir a Um−r, la garantiza el proceso de ortogonalización

de Grand-Schmidt. Ahora, defina U = (Ur Um−r) y V = (Vr Vn−r). Aśı,

U∗AV = (Ur Um−r)
∗A(Vr Vn−r) =

(
U∗r

U∗m−r

)
A(Vr Vn−r) (3.5)

=

(
U∗rA

U∗m−rA

)
(Vr Vn−r) =

(
U∗rAVr U∗rAVn−r

U∗m−rAVr U∗m−rAVn−r

)
(3.6)

Como Avi = 0, para i = r+ 1, . . . , n, entonces AVn−r = 0. Además, de las ecuaciones (3.2) y (3.4) se

tiene que U∗rAVr = Σ−1r V ∗r A
∗AVr = Σ−1r V ∗r VrΣ

2
r = Σr. Por otra parte, como Ur = AVrΣ

−1
r , entonces

UrΣr = AVr, por lo tanto de la construcción de Um−r se obtiene: U∗m−rAVr = U∗m−rUrΣr = 0·Σr = 0.

Regresando a la ecuación (3.5) se observa que:

U∗AV =

(
U∗rAVr U∗rAVn−r

U∗m−rAVr U∗m−rAVn−r

)
=

(
Σr 0

0 0

)

Si a esta última matriz se le denomina Σ, entonces

U∗AV = Σ⇒ UU∗AV V ∗ = UΣV ∗ ⇒ A = UΣV ∗,

donde Um×m y Vn×n son matrices unitarias2, tal y como se queŕıa probar.
♣

A partir de la SVD de A, como U y V ∗ son de rango completo (por ser unitarias y por ende invertibles),

entonces r(A) = r(UΣV ∗) = r(Σ). Aśı, r(A) = r es el número de entradas no nulas de la matriz Σ.

Por su parte, la matriz A no tiene por qué ser de rango completo.

En la prueba del teorema (5) se observa que los vectores propios en Vn−r están asociados a los valores

propios nulos de A∗A . Por ende, para la construcción de las últimas n − r columnas de V basta

2Como U∗
rUr = I, U∗

m−rUm−r = I y U∗
m−rUr = 0, entonces fácilmente se ve que U∗U = I y, por lo tanto, U es

unitaria. Similar pasa con la matriz V .
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seleccionar n − r vectores ortonormales del núcleo de3 A, para ello se resuelve el sistema Av = 0.

Aśı, v1, . . . , vr, vr+1, . . . , vn forman una base ortonormal para Cn. A estos vectores se les suele llamar

vectores singulares por la derecha.

Adicionalmente, en la prueba se parte del análisis de los valores y vectores propios de la matriz A∗A.

Sin embargo, una construcción similar pudo haberse realizado a partir de la matriz AA∗. Note que:

A = UΣV ∗ ⇒ A∗ = V Σ∗U∗ ⇒ AA∗ = UΣV ∗V Σ∗U∗

⇒ AA∗ = UΣΣ∗U∗ ⇒ AA∗U = UΣΣ∗

La igualdad AA∗U = UΣΣ∗ da una diagonalización de AA∗. En efecto, si se denota uj a las columnas

de U , entonces se tiene que AA∗uj = σ2
juj , para j = 1, . . . ,m. Por lo tanto, las columnas de U

corresponden a vectores propios de AA∗, asociados a los valores propios σ2
j de AA∗, que a su vez

corresponden a los valores propios de A∗A. En resumen, los valores propios de las matrices AA∗ y

A∗A coinciden, y corresponden a los valores singulares de la matriz A. Por lo tanto, para determinar

los valores singulares de una matriz A conviene trabajar con A∗A o AA∗, según cuál sea de menor

tamaño. Esto con el objetivo de tomar el polinomio caracteŕıstico de menor grado.

Si el proceso se comienza con la matriz AA∗, entonces las últimas m − r columnas de U se toman

del núcleo de A∗, esto es, se determinan m − r vectores ortonormales a partir del sistema A∗u = 0.

De esta manera u1, . . . , ur, ur+1, . . . , um forman una base ortonormal para Cm. A estos vectores se les

suele llamar vectores singulares por la izquierda. Antes de establecer algunos ejemplos, tome en cuenta

que:

Para construir la matriz V si ya se tiene la matriz U , basta aplicar el hecho que

A = UΣV ∗ ⇒ A∗ = V Σ∗U∗ ⇒ A∗U = V Σ∗

Aśı, A∗uj = σjvj . Por lo tanto, para los σj 6= 0, 1 ≤ j ≤ mı́n{m,n}, se tiene:

vj =
1

σj
A∗uj (3.7)

La ortogonalidad de los vectores uj implica que los vectores vj construidos en (3.7) sean orto-

gonales también. En efecto, si i 6= j, entonces:

〈vj , vi〉 = v∗i vj =
(

1
σi
A∗ui

)∗
1
σj
A∗uj = 1

σiσj
u∗iAA

∗uj = 1
σiσj

u∗i σ
2
juj =

σj

σi
〈uj , ui〉 = 0

Por lo tanto, solamente falta normalizarlos. Si ya se tienen todos los vj , listo; si no, se busca una

base ortonormal del Ker(A) y se agregan para formar a V .

Si se tiene la matriz V , entonces la matriz U puede ser construida de la siguiente manera. Como

A = UΣV ∗, entonces AV = UΣ. Luego, Avj = σjuj , donde 1 ≤ j ≤ mı́n{m,n}. Para los σj 6= 0

se obtiene:

uj =
1

σj
Avj

3En realidad, se deben tomar del núcleo de A∗A, sin embargo, Ker(A) ⊂ Ker(A∗A). Por ello es suficiente con

construir una base ortonormal para el Ker(A).
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Similar a como sucede en el caso anterior, la ortogonalidad de los vectores vj implica la ortogo-

nalidad de los vectores uj , los cuales deben ser normalizados. Si ya se tienen todos los uj , listo;

si no, se busca una base ortonormal del Ker(A∗) y se agregan para formar a U .

3.1. Reducción de la SVD

En muchas aplicaciones es común utilizar una versión simplificada de la SVD. Utilizando las notaciones

empleadas en el teorema 5 se tiene que:

A = UΣV ∗ = (Ur Um−r) ·

(
Σr 0

0 0

)
· (Vr Vn−r)

∗ (3.8)

= (UrΣr 0) ·

 V ∗r

V ∗n−r

 = UrΣrV
∗
r (3.9)

En śıntesis, dada A ∈ Mat(C,m, n), la descomposición reducida en valores singulares de A está dada

por A = UrΣrV
∗
r , donde r = r(A), que corresponde al número de valores singulares no nulos de A,

que a su vez son los valores propios no nulos de las matrices AA∗ y A∗A. Las matrices Ur, Σr y V ∗r

son como se definieron previamente. Se advierte que dicha reducción favorece porque utiliza matrices

de menor tamaño, sin embargo, se pierden propiedades sobre ellas. Por ejemplo, las matrices U y V en

la descomposición completa son unitarias, pero Ur y Vr no necesariamente lo son (ni siquiera tienen

que ser cuadradas).

Si se visualiza a Ur como una matriz de 1 bloque-fila y 1 bloque-columna (es decir, un único bloque,

la matriz total) y a Σr como de 1 bloque-fila y r bloques-columna, entonces:

UrΣr =


u11 u12 . . . u1r

u21 u22 . . . u2r
... . . .

...

um1 um2 . . . umr


1×1


σ1 0 . . . 0

0 σ2 . . . 0
...

...

0 0 . . . σr


1×r

=


σ1u11 σ2u12 . . . σru1r

σ1u21 σ2u22 . . . σru2r
...

...

σ1um1 σ2um2 . . . σrumr


1×r

= (σ1u1 | σ2u2 | . . . | σrur)1×r

Ahora, como Vr = (v1 v2 . . . vr), entonces V ∗r puede ser visualizada como una matriz por bloques

de r bloques-fila y 1 bloque-columna. Es decir, V ∗r =


v∗1

v∗2
...

v∗r


r×1

.
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Por ende,

UrΣrV
∗
r = (σ1u1 | σ2u2 | . . . | σrur)1×r ·


v∗1

v∗2
...

v∗r


r×1

= σ1u1v
∗
1 + σ2u2v

∗
2 + . . .+ σrurv

∗
r

A la igualdad UrΣrV
∗
r = σ1u1v

∗
1 + σ2u2v

∗
2 + . . . + σrurv

∗
r se le conoce como la SVD reducida y es

fácilmente aplicable en contextos como la compresión de imágenes, tal y como se mostrará en la

siguiente sección.

4. APLICACIONES DE LA SVD

En esta sección se sintetizan algunas de las aplicaciones de la SVD. Los experimentos numéricos

desarrollados en esta sección se realizaron en una computadora del Instituto Tecnológico de Costa

Rica. La computadora contiene un procesador Intel(R) Core(TM) i7-4712MQ CPU 2.30GHz, memoria

8GB, utilizando el programa de cálculo numérico MATLAB.

4.1. Compresión de imágenes

La combinación lineal

UrΣrV
∗
r = σ1u1v

∗
1 + σ2u2v

∗
2 + . . .+ σαuαv

∗
α + . . .+ σrurv

∗
r , (4.1)

con 1 ≤ α ≤ r, muestra cómo la SVD reducida de una matriz puede ser vista como una técnica de

compresión de imágenes. Dado que σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σr > 0, entonces dicha combinación agrupa de

manera ordenada la información que se extrajo de la matriz de datos (que representa a la imagen

tratada). Por lo tanto, la matriz σ1u1v
∗
1 es la que contiene la información más significativa, en caso

que se desee reconstruir la imagen original. Si σ1 > σ2, entonces la matriz σ2u2v
∗
2 es la segunda en

contener información de mayor calidad para realizar la reconstrucción, y aśı sucesivamente. En la

Figura 1 se utiliza la imagen boat.512.tiff (ver [26]), que es de tamaño 512 × 512 pixeles, lo cual genera

una matriz4 A de 262144 entradas. Con respecto a la Figura 1, en (a) se muestra la imagen original

y, posteriormente, se muestra la reconstrucción de la imagen usando diferentes truncamientos para

la combinación lineal. Por ejemplo, para el caso α = 10 se realiza el producto matricial U10Σ10V
∗
10.

Para efectos de almacenamiento, note que U10 es una matriz de 512 · 10 = 5120 entradas, Σ10 puede

almacenarse como un vector de 10 entradas y V ∗10 también tiene 10 · 512 = 5120 entradas. Es decir, en

total 10250 entradas. Evidentemente, la compresión con α = 10 genera mucha pérdida de información

con respecto a la imagen original. De manera similar, en (f) se muestra la reconstrucción realizada con

α = 100, la cual es de mucho más calidad. En este caso se estaŕıan almacenando 102500 entradas, que

es menos de la mitad del número de entradas que representan a la matriz original. Evidentemente,

4Para el lector que no se encuentra familiarizado con la representación computacional de una imagen puede consultar

alguna referencia af́ın. En particular puede ver [14].
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entre más alto sea el valor de α (que está acotado por r(A)), mayor calidad tendrá la reconstrucción,

pero baja el nivel de comprensión.

A modo de ensayo, las matrices generadas con α = 10 y α = 100 fueron almacenadas por separado en

archivos de texto. Lo mismo se realizó con la matriz A, la cual generó un archivo de tamaño 2.25 MB.

La Tabla I muestra la información obtenida. Nótese que para el caso de α = 100, los tres archivos

almacenados en conjunto tienen un tamaño de 951 KB, que representa aproximadamente el 41 %

del tamaño del archivo generado con la matriz A. En este ejercicio la comprensión resultó bastante

beneficiosa con α = 100. Una buena estrategia para seleccionar un valor adecuado para α es realizar

el gráfico de las magnitudes de los valores singulares de A. La Figura 2 muestra, para el ejemplo,

el comportamiento de los primeros 100 valores no nulos. De la gráfica se nota que σ50 y σ100 son

pequeños en magnitud, comparados con los primeros valores singulares de A. Por ello, es razonable

que haber pasado de α = 50 a α = 100 no generara una mejoŕıa tan significativa en la reconstrucción

de la imagen, como śı sucedió al pasar de α = 10 a α = 50.

Matriz U10, diag(S10), V10 U100, diag(S100), V100

Tamaño del archivo 48.4 KB, 111 bytes, 48.2 KB 475 KB, 1011 bytes, 475 KB

Tabla 1: Tamaño de los archivos de textos generados con α = 10 y α = 100.

Imagen original. α = 10. α = 20.

α = 30. α = 50. α = 100.

Figura 1: Reconstrucción de una imagen usando diferentes valores para α en la SVD reducida.
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Figura 2: Gráfica de los valores singulares de la matriz A asociada a la imagen boat.512.tiff.

4.2. Cálculo de la pseudoinversa de una matriz

En muchas aplicaciones surgen sistemas de ecuaciones lineales de la forma AX = B, en los que la

matriz de coeficientes es cuadrada y no singular, los cuales admiten la solución única X = A−1B.

Sin embargo, también es común que surjan sistemas lineales en los que la matriz A es singular. Para

estos casos se puede recurrir a un concepto más general que la matriz inversa (que involucra incluso

matrices no cuadradas), que permite generar matrices que se relacionan con las soluciones del sistema.

Dada A ∈ Mat(C,m, n), una inversa generalizada de A es cualquier matriz de tamaño n×m, denotada

A−, que satisface que AA−A = A. Si la matriz A es no singular, entonces es claro que A−1 satisface

la condición anterior. Adicionalmente, si A− es cualquier otra inversa generalizada para la matriz no

singular A, entonces AA−A = A, de donde A− = A−1AA−AA−1 = A−1AA−1 = A−1. En resumen,

para matrices no singulares la inversa generalizada siempre existe, es única y corresponde a la matriz

A−1. En caso que A sea singular, la inversa generalizada siempre existe, pero no necesariamente es

única (ver [15] para más detalles).

Este criterio se puede aplicar al sistema de ecuaciones lineales consistente AX = B, donde A no tiene

que ser cuadrada ni invertible. Note que si A− es una inversa generalizada de A, entonces X ′ = A−B

es una solución del sistema AX = B. En efecto, si X0 es cualquier solución de dicho sistema, entonces

AX0 = B, y aśı:

AX ′ = A(A−B) = AA−B = AA−AX0 = AX0 = B

El concepto general presentado para una inversa generalizada es tan amplio (por la no unicidad), que

puede ser poco aplicable. Por ello, existe un caso particular de inversa generalizada denominada inversa

de Moore-Penrose o pseudoinversa, la cual siempre existe para cualquier matriz A y es única (ver [3]).

Se define de la siguiente manera: dada una matriz A ∈ Mat(C,m, n), la inversa de Moore-Penrose

de A se denota A† (de tamaño n ×m) y es la única matriz que satisface las condiciones AA†A = A

y A†AA† = A† y que, además, las matrices AA† y A†A sean hermitianas (esto es, (AA†)∗ = AA† y

(A†A)∗ = A†A).
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A partir de la SVD de la matriz A ∈ Mat(C,m, n) (refiérase al teorema 5), fácilmente se puede estable-

cer una fórmula que permite calcular la inversa de Moore-Penrose. En efecto, si A = UΣV ∗, entonces

A† = V Σ†U∗, donde Σ† = diag(σ−11 , . . . , σ−1r , 0, . . . , 0) =

(
Σ−1r 0

0 0

)
∈ Mat(C,m, n). Dada la uni-

cidad de la pseudoinversa de Moore-Penrose, basta verificar que dicha matriz satisface la definición

correspondiente. En efecto, como U y V son unitarias, entonces:

AA†A = UΣV ∗V Σ†U∗UΣV ∗ = UΣΣ†ΣV ∗ = UΣV ∗ = A, dado que:

ΣΣ†Σ =

(
Σr 0

0 0

)(
Σ−1r 0

0 0

)(
Σr 0

0 0

)
=

(
Ir 0

0 0

)(
Σr 0

0 0

)
=

(
Σr 0

0 0

)
= Σ

Siguiendo un razonamiento similar se tiene Σ†ΣΣ† = Σ† y por ende

A†AA† = V Σ†U∗UΣV ∗V Σ†U∗ = V Σ†U∗ = A†

Es claro que
(
ΣΣ†

)∗
= ΣΣ†, por lo tanto:

(AA†)∗ = (UΣV ∗V Σ†U∗)∗ = (UΣΣ†U∗)∗ = U
(
ΣΣ†

)∗
U∗

= UΣΣ†U∗ = UΣV ∗V Σ†U∗ = AA†

Análogamente, como
(
Σ†Σ

)∗
= Σ†Σ, entonces se comprueba que (A†A)∗ = A†A.

Con fines ilustrativos, a continuación se muestra el cálculo de A† para dos de las matrices mostradas

en los ejemplos de la sección 3.

A =

0 2

0 0

0 0

⇒ A† =

(
0 1

1 0

)(
1
2 0 0

0 0 0

)1 0 0

0 1 0

0 0 1

 =

(
0 0 0
1
2 0 0

)

A =

(
3 2 2

2 3 −2

)
⇒ A† =


1√
2

1
3
√
2

1√
3

1√
2

−1
3
√
2

−1√
3

0 2
√
2

3
1√
3




1
5 0

0 1
3

0 0


 1√

2
1√
2

1√
2
− 1√

2

 =


7
45

2
45

2
45

7
45

2
9

−2
9


Es importante aclarar que este método es muy preciso, pero poco eficiente en términos del rendimiento

computacional, particularmente cuando se aplica a matrices grandes. Sin embargo, para acelerar el

rendimiento en el cálculo de la pseudoinversa existen varios métodos iterativos, algunos de los cuales

pueden consultarse en [5], [21] y [2].

Finalmente, el concepto de pseudoinversa se puede utilizar en el procesamiento de imágenes para la

eliminación de ruido. Por ejemplo, considere la imagen en escala de grises de Einstein que se muestra

en la Figura 3(a), la cual se representa numéricamente como una matriz X de dimensión 685 × 172.

La imagen con ruido de la Figura 3(b) representa a la matriz Y construida como Y = X+G, donde G

es una matriz aleatoria generada con una distribución normal. Para eliminar el ruido de la imagen se
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usa un filtro, que corresponde a una matriz F de dimensión 685×685 y dada por F = XY † (consultar

[7] para más detalles), la cual se pre-multiplica a la matriz Y . La imagen 3(c) muestra el resultado

del producto matricial FY = XY †Y .

Imagen original. Imagen con ruido. Imagen procesada.

Figura 3: Ejemplo de aplicación de la pseudoinversa en procesamiento de imágenes.

4.3. Go decomposition (GoDec)

Dada una matriz A de rango r, en [9] y [17] se prueba cómo la SVD se puede utilizar para determinar

una aproximación Lk de A de rango reducido, esto es, que su rango sea a lo sumo k, donde k < r.

Esta aproximación se relaciona con la SVD reducida que se mostró en la ecuación (4.1). En efecto, si

A = UΣV ∗ y r(A) = r, de (4.1) se tiene que A = UrΣrV
∗
r = σ1u1v

∗
1 + σ2u2v

∗
2 + . . .+ σrurv

∗
r . Luego,

la mejor aproximación de A de rango a lo sumo k, está dada por:

Lk = σ1u1v
∗
1 + σ2u2v

∗
2 + . . .+ σkukv

∗
k = UkΣkV

∗
k , k < r

Aśı, mı́n
r(Y )≤k

‖A−Y ‖2fr = ‖A−Lk‖2fr, donde ‖ · ‖fr denota a la norma de Frobenius5. Este resultado se

conoce como el teorema de Eckart-Young y, además, la matriz Lk es única si y solo si σk > σk+1 [11].

El algoritmo iterativo GoDec, presentado en [30], emplea la SVD para determinar dos matrices L y S

tales que A ≈ S +L, donde L es de rango reducido y S es una matriz dispersa o rala (la mayor parte

de sus entradas son ceros). Aśı, este algoritmo da una buena aproximación a la solución del problema:

mı́n
r(L)≤k; card(S)≤c0

‖A− L− S‖2fr,

donde card(S) denota la cantidad mı́nima de elementos no nulos en S. Esto es, se busca determinar

una matriz L de rango a lo sumo k, k < r, y una matriz dispersa S con cardinalidad a lo sumo c0

(parámetro de entrada en el algoritmo). Se suele escribir A = L + S + G, donde G es una matriz de

ruido que modela el error de aproximación. En cada iteración del Algoritmo 1 se definen matrices Lt y

St tales que r(Lt) ≤ k y card(St) ≤ c0. Las sucesiones {Lt} y {St} convergen linealmente a un mı́nimo

local del problema de optimización [30]. La función Pc0 en dicho algoritmo (ver ĺınea 6) recibe una

matriz densa A′ y retorna otra matriz dispersa de cardinalidad a lo sumo c0, del mismo tamaño de

5Dada A ∈ Mat(C,m, n), la norma de Frobenius de A se denota ‖A‖fr y se define como ‖A‖fr =
√∑m

i=1

∑n
j=1(aij)2.

Como se puede notar, la norma de Frobenius de una matriz es similar a la norma euclidiana de un vector en Rn.
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A′, la cual se construye manteniendo de A′ las c0 entradas de mayor magnitud (en valor absoluto) y

las demás entradas iguales a cero.

Algoritmo 1 GoDec Clásico

Entrada: k, c0, Am×n, ε.

Salida: L, S.

1: L0 := A, S0 := 0m×n, t := 0

2: mientras Verdadero hacer

3: t := t+ 1.

4: [U,Σ, V ∗] = svd(A− St−1).

5: Lt := UkΣkV
∗
k .

6: St = Pc0(A− Lt).
7: Et := ‖A− Lt − St‖2fr/‖A‖2fr.
8: si |Et − Et−1| < ε entonces

9: salir.

10: fin si

11: fin mientras

Para ilustrar el Algoritmo 1, considere la matriz A5×4, de rango 4, definida por:

A =


19 10 8 11

−15 7 4 −13

−5 −8 17 2

21 11 −6 23

22 −12 9 1

 ,

junto con los parámetros k = 2, c0 = 8, ε = 0.0001, y las matrices L0 = A y S0 = 05×4. Luego de 8

iteraciones se obtiene:

L8 =


18.81311 −1.66568 2.11459 11.26995

−15.23693 −2.94393 1.085 −12.65785

1.19351 −8.04379 5.30723 −5.81271

20.94854 10.94608 −5.98738 23.07557

22.04528 −11.94952 8.99313 4.98487


y

S8 =


0 11.66568 5.88541 0

0 9.94393 2.915 0

−6.19351 0 11.69277 7.81271

0 0 0 0

0 0 0 −3.98487

 ,

de tal manera que
‖A−L8−S8‖2fr

‖A‖2fr
≈ 8.9948e−05. La Figura 4 muestra, para este ejemplo, el comporta-

miento del error a lo largo de las 8 iteraciones.
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Figura 4: Comportamiento del error al aplicar el Algoritmo GoDec a la matriz A del ejemplo.

Expresar una matriz A como A ≈ S+L, donde L es de rango reducido y S una matriz dispersa, tiene

aplicación en el procesamiento de imágenes. En concreto, un video V (en el que se muestren objetos

en movimiento) se puede descomponer en dos videos, de manera que uno de ellos muestre únicamente

el fondo del video original (eliminando los objetos en movimiento) y el otro muestre solamente los

objetos en movimiento. Para modelar este problema suponga que V está compuesto por K frames,

todos del mismo tamaño y tal que el fondo sobre el que se mueven los objetos es invariante. Cada

frame se modela por una matriz de tamaño m×n, de tal manera que la matriz A sobre la cual itera el

algoritmo GoDec es de tamaño mn×K. La i−ésima columna de A corresponde a la matriz asociada

al i−ésimo frame, la cual es reordenada como una matriz columna de tamaño mn × 1. Aśı, cada

columna de A corresponde a un frame de V. Al aplicar el Algoritmo 1 a A se determinan las matrices

L y S, de manera que para cada frame L almacena la información asociada al fondo y S contiene

la información relativa a los objetos en movimiento. Por ende, la i−ésima columna de L (reescrita

como matriz) corresponde al fondo del i−ésimo frame (pixeles que se mantienen invariantes), y la

i−ésima columna de S (reescrita como matriz) corresponde a los pixeles de los objetos en movimiento

del i−ésimo frame.

En la Figura 5 se observan parte de los resultados de la aplicación del algoritmo GoDec a un video de

60 frames (ver [24]), cada uno de tamaño 540× 960, el cual consta de una plazoleta con personas en

movimiento. En particular, se muestran los resultados asociados a los frames 1, 30 y 60, para visualizar

cómo el algoritmo extrajo el fondo e identificó en cada frame los objetos en movimiento. Las imágenes

(b), (e) y (h) muestran algunas personas como parte del fondo, dado que se mantienen estáticas a lo

largo del video, o con movimientos muy leves. En caso que esto último ocurra, los objetos se observan

como ligeras sombras en las imágenes que modelan el movimiento en cada uno de los frames. En la

Figura 6 se resaltan dos ejemplos concretos en donde este fenómeno sucede.
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frame 1. Fondo del frame 1. Objetos en movimiento en frame 1.

frame 30. Fondo del frame 30. Objetos en movimiento en frame 30.

frame 60. Fondo del frame 60. Objetos en movimiento en frame 60.

Figura 5: Procesamiento de un v́ıdeo de 60 frames con el algoritmo GoDec.

Los parámetros utilizados para el procesamiento del video fueron6: k = 2, ε = 10−9 y c0 = b0.07 ·m ·n ·
Kc = 2177280. Esto es, c0 se definió como un porcentaje de la cantidad total de pixeles en el video (un

7 %, para el ejemplo). Tomando en cuenta que c0 controla la cardinalidad de S, la matriz que modela

los objetos en movimiento, entonces es razonable definir a c0 en función de la cantidad total de pixeles.

El valor 0.07 se ajustó emṕıricamente, luego de varias ejecuciones del algoritmo. Si el video procesado

tiene muchos objetos en movimiento (u objetos en movimiento que ocupan mucha área en cada uno de

los frames), entonces dicha constante de proporcionalidad debe ser mayor. Por su parte, la selección de

k = 2 se hizo de esa manera (un valor bajo) porque el fondo de V permanece relativamente invariante

a lo largo de los 60 frames (igual pudo haberse seleccionado k = 1 y los resultados obtenidos son

similares). En caso que el fondo vaŕıe a lo largo del video, entonces el valor de k debe incrementarse

acorde con el número de variaciones significativas que se detecten. En resumen, tanto para la selección

de c0 como de k, debe mediar un análisis previo del video y, posteriormente, realizar varias ejecuciones

del algoritmo, que en conjunto permitan ajustar los parámetros y aśı lograr la separación requerida

entre el fondo y los objetos en movimiento.

Figura 6: Objetos con poco movimiento en V que quedan como parte del fondo al aplicar GoDec.

6La notación b·c significa la función parte entera. Aśı, bxc corresponde al mayor número entero menor o igual que x.
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4.4. Algoritmo K-SVD

El algoritmo K-SVD, propuesto en [1], utiliza la descomposición en valores singulares para encontrar

una representación esparcida de una matriz. Este algoritmo puede ser utilizado para la reconstrucción

de imágenes con un cierto porcentaje de pixeles perdidos, tal y como se mostrará al final de la sección.

Formalmente, dada Y ∈ Rm×n, el algoritmo K-SVD permite aproximar matrices D ∈ Rm×t y

X ∈ Rt×n, 1 ≤ t ≤ mı́n{m,n}, que minimicen la expresión ‖Y − DX‖2fr, sujeto a las condicio-

nes Card(xi) ≤ c0, para i = 1, . . . , n, donde xi ∈ Rn representa la i-ésima columna de X y Card(xi)

representa la cantidad de entradas de xi diferentes de cero. En este caso, la constante c0 es un número

entero positivo que se conoce como constante de esparcidad y corresponde a un parámetro de entrada

para el algoritmo. En términos prácticos, este problema de optimización busca realizar una repre-

sentación esparcida de los datos de entrada, determinando un cierto número de patrones elementales

(denominados átomos) que combinados entre śı permitan realizar una reconstrucción. Estos átomos

corresponden a vectores que son organizados como columnas en la matriz D, a la cual se le denomina

un diccionario. En otras palabras, se entenderá como diccionario a la matriz que permite encontrar la

representación dispersa de un conjunto de datos, mediante una combinación lineal de sus columnas.

Este algoritmo corresponde a un método iterativo que alterna entre la escasa codificación de los datos

basada en el diccionario actual D y un proceso de actualización de los átomos del diccionario para que

haya un mejor ajuste. En este caso, la matriz D es el diccionario de la matriz esparcida X, que permite

realizar una aproximación de la matriz Y . La actualización de las columnas de D se combina con una

actualización de las representaciones esparcidas de las columnas de X, acelerando aśı la convergencia.

Las matrices D y X se obtienen de manera iterativa, mediante el Algoritmo 2.

El Algoritmo 2, en el paso 3, plantea aproximar cada columna de X, sujeto a una condición de

esparcidad. Este problema de optimización ha sido ampliamente estudiado y para su abordaje se

utilizan algoritmos de compressed sensing. En particular para el ejemplo de aplicación del algoritmo

K-SVD, que se mostrará posteriormente, en el paso 3 se utilizó el algoritmo orthogonal matching

pursuit (OMP), que puede ser consultado en el caṕıtulo 8 de [10]. Por otra parte, en el paso 8 del

Algoritmo 2 tome en cuenta que:

RI es la matriz definida a partir de R tomando las columnas asociadas a los ı́ndices en I. Por

ende, el tamaño de RI es m× Card(I).

dj es la j−ésima columna de D (de dimensión m× 1).

xj(I) es el vector construido con las entradas no nulas de xj (usando para ello los ı́ndices

almacenados en I). Por lo tanto, los vectores I y xj(I) tienen tamaño 1× Card(I).

Finalmente, en el paso 11 se realiza la actualización de las entradas no nulas de la j−ésima columna

de X a partir del vector σ2
1v
T
1 . Esto es, de manera ordenada (acorde con los ı́ndices en I) se van

actualizando las entradas no nulas de xj , con las entradas de σ2
1v
T
1 .

Una aplicación del algoritmo K-SVD consiste en la recuperación de pixeles perdidos en una imagen.
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Algoritmo 2 Algoritmo K-SVD

Entrada: Y ∈ Rm×n, D(0) ∈ Rm×t, c0 ∈ {1, 2, ..., n}, iter ∈ N∗.
Salida: D(iter) ∈ Rm×t y X(iter) ∈ Rt×n.

1: D = D(0).

2: para k = 1 : iter hacer

3: ∀i = 1, ..., n determine xi = argmı́n
x
‖yi −Dx‖22, tal que Card(x) ≤ c0.

4: Defina X = (x1 . . . xn).

5: Calcule R = Y −DX.

6: para j = 1 : t hacer

7: Calcule I, el vector de ı́ndices asociados a las entradas de xj no nulas.

8: Calcule R̃ = RI + djxj(I).

9: Determine R̃ = UΣV T (SVD de R̃).

10: Sustituya dj = u1, donde u1 es la primera columna de U .

11: Sustituya xj(I) = σ2
1v
T
1 , donde σ1 es el primer valor singular de R̃ y v1 es la primera columna

de V .

12: fin para

13: Defina D(k) = (d1 . . . dt).

14: fin para

Para el ejemplo que se presentará se utilizó una base de 55 imágenes (cada una de tamaño 112 × 88

y tomadas de [12]), formada por los rostros de 11 personas. Cada imagen se seccionó en bloques de

tamaño 8 × 8 (obteniendo 154 bloques para cada imagen y 8470 bloques en total) y cada bloque se

organizó como un vector columna de tamaño 64 × 1. Si se denota con y1, y2, ..., y8470 tales vectores

columna, entonces se puede definir la matriz Y = [y1, y2, ..., y8470] de tamaño m× n = 64× 8470. La

Figura 7 muestra el proceso descrito para definir a la matriz Y .

Al aplicar el algoritmo K-SVD a la matriz Y con los parámetros c0 = 10, iter = 40, t = 150 y D(0) una

matriz generada aleatoriamente usando una distribución normal, se obtuvieron matrices D(40) y X40

tales que Y ≈ D(40)X(40). La matriz D(40) corresponde al diccionario generado con el Algoritmo 2,

que permite reconstruir una imagen con pixeles perdidos, que puede haber sido generada con alguna

de las 55 imágenes originales o a partir de otra imagen con caracteŕısticas similares. En nuestro caso

se utilizó una imagen (ver Figura 8) que está en la base de datos, pero diferente a las 55 imágenes

usadas para construir la matriz Y .

Para reconstruir la imagen con pixeles perdidos, que también es de tamaño 112 × 88, se divide la

imagen en 154 bloques de tamaño 8 × 8 y se realiza la reconstrucción por bloques. Cada bloque se

transforma en un vector zj de tamaño 64 × 1 y para cada j = 1, 2, ..., 154 se realizan los siguientes

pasos:

El vector zj puede tener algunas entradas iguales a 0, las cuales representan los pixeles perdidos.

Utilizando esta información se define la matriz diezmada asociada a zj , denotada Dzj , de la
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. . .

Imagen

Original
Sub-bloques      Vectorizar 

cada sub-bloque

. . .[

[

 Construir matriz 

Y con los vectores

Figura 7: Representación matricial de las imágenes.

siguiente manera:

Dzj (i, :) =

{
D(40)(i, :) si zj(i) 6= 0

0 si zj(i) = 0
,

donde Dzj (i, :) y D(40)(i, :) representan la fila i de las matrices Dzj y D(40), respectivamente, y

0 es el vector fila nulo. Esto es, la fila i de Dzj se toma igual a la fila i de D(40), en caso que la

i−ésima entrada del vector zj no sea cero. Caso contrario, a la fila i de Dzj se le asigna todas

sus entradas iguales a cero.

Utilizando un algoritmo de compressed sensing se determina xzj , tal que

xzj = argmı́n
x
‖zj −Dzjx‖22,

sujeto a Card(xzj ) ≤ c0. En este caso nuevamente se utilizó el algoritmo OMP (orthogonal

matching pursuit).

Finalmente, para reconstruir el j−ésimo bloque se realiza la multiplicación D(40) ·xzj . El resulta-

do de este producto se convierte en un bloque de tamaño 8×8, y corresponde a la reconstrucción

del j−ésimo bloque de la fotograf́ıa.

La Figura 8 muestra los resultados obtenidos en la reconstrucción de la fotograf́ıa seleccionada.
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75% de pixeles
perdidos

Reconstrucción con
el algoritmo K-SVD

Figura 8: Reconstrucción de una imagen con 75 % de pixeles perdidos mediante el algoritmo K-SVD.

4.5. Reconocimiento facial

La última aplicación que se mostrará en el art́ıculo se basa en [29], la cual utiliza la descomposición en

valores singulares para realizar un reconocimiento facial en una base de imágenes. Para ello suponga

que se tienen N imágenes de rostros, cada una de tamaño m × n pixeles. Sea S = (f1 f2 . . . fN ) la

matriz de tamaño mn × N , donde fi representa la i−ésima imagen redimensionada como columna

de tamaño mn × 1. Por su parte, el rostro promedio, f , se define como f = 1
N

∑N
i=1 fi, que para

efectos de la matriz S representa una columna promedio. A partir de S y f , se define la matriz

A = (a1 a2 . . . aN ), donde ai = fi − f , para todo i = 1, . . . , N .

Si r = r(A), entonces la SVD de la matriz A, dada por A = UΣV T , genera matrices unitarias U y V

de la forma U = (u1 u2 . . . ur ur+1 . . . umn) y V = (v1 v2 . . . vr vr+1 . . . vN ). Se sabe que las

columnas de Ur = (u1 u2 . . . ur) forman una base ortonormal del espacio generado por las columnas

de A. En este caso a cada vector ui, con i ≤ r, se le denomina rostro-base del espacio de rostros

formado por el conjunto inicial de imágenes de entrenamiento. Dado un nuevo rostro f , de tamaño

m × n, también redimensionado como vector columna de tamaño mn × 1, es posible determinar las

coordenadas para f−f asociadas a la base generada por las columnas de Ur. Esto es, se busca el vector

de coordenadas w = (w1, w2, . . . , wr)
T , con wi ∈ R para todo i, tal que f−f = w1u1+w2u2+· · ·+wrur.

En efecto,

f − f = w1u1 + w2u2 + · · ·+ wrur

⇐⇒ f − f = (u1 u2 . . . ur) · (w1, w2, . . . , wr)
T

⇐⇒ (u1 u2 . . . ur)
T
(
f − f

)
= (w1, w2, . . . , wr)

T

Por ende, basta tomar w = (u1 u2 . . . ur)
T
(
f − f

)
. Similarmente, para cada una de los rostros de

entrenamiento, fi, se tiene que sus coordenadas en el espacio de rostros están dadas por los vectores

xi = (u1 u2 . . . ur)
T ·(fi−f), para i = 1, . . . , r. Por lo tanto, para determinar si f corresponde a alguna

de las imágenes del conjunto de rostros de entrenamiento (o alguna variante de alguno de ellas), se

procede a comparar el vector w con los vectores de coordenadas xi. Si xj = argmı́n
1≤i≤r

‖w−xi‖2, entonces

el rostro f será identificado como el rostro fj si ‖w−xj‖2 < ε0, donde ε0 es una tolerancia previamente

definida. En caso contrario, f debe ser reportado como un rostro desconocido. El Algoritmo 3 muestra

169



los pasos a seguir para la implementación.

Algoritmo 3 Reconocimiento facial

Entrada: {f1, f2, . . . , fN}, f , ε0.

Salida: El rostro identificado o un mensaje indicando que el rostro es desconocido.

1: Construya S = (f1 f2 . . . fN ).

2: Calcule f = 1
N

∑N
i=1 fi.

3: Construya A = (a1 a2 . . . aN ), donde ai = fi − f .

4: Calcule A = UΣV T .

5: Defina Ur = (u1 u2 . . . ur), donde r = r(A).

6: Para i = 1, . . . , N calcule xi = (u1 u2 . . . ur)
T · (fi − f)

7: Calcule w = (u1 u2 . . . ur)
T · (f − f)

8: Calcule ε = mı́n
1≤i≤r

‖w − xi‖2 = ‖w − xj‖2, para algún j ∈ {1, 2, . . . , N}
9: si ε < ε0 entonces

10: retornar El rostro corresponde a la imagen fj .

11: si no

12: retornar El rostro es desconocido.

13: fin si

Para fines ilustrativos, el Algoritmo 3 se aplicó a un conjunto de 500 imágenes de rostros extráıdas de

[12], las cuales fueron reescalas para que quedaran del mismo tamaño (156 × 111). Adicionalmente,

dichas imágenes fueron convertidas a escala de gris. La base de datos en [12] incluye, para cada

persona, 15 imágenes diferentes, con variantes en la posición y la expresión facial. La matriz S fue

construida utilizando las primeras 10 imágenes de las 50 personas que se muestran en la Figura 9. Las

cinco imágenes restantes de cada persona se utilizaron para realizar el experimento de reconocimiento

facial.

Figura 9: Imágenes de rostros utilizadas en el experimento.
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La Figura 10 muestra dos ejemplos particulares de los resultados obtenidos al aplicar el Algoritmo 3.

En cada ejemplo, en la parte superior se muestran cinco imágenes que no fueron incluidas en la matriz

S. Por su parte, en la parte inferior se muestran las imágenes con las que el Algoritmo 3 realizó la

identificación. Las flechas utilizadas indican a cuál imagen detectó el algoritmo, para cada caso.

Figura 10: Resultados obtenidos al aplicar el algortimo de reconocimiento facial.

5. CONCLUSIONES

Este art́ıculo presentó una revisión completa y autónoma de la descomposición en valores singulares

de una matriz. En primera instancia se desarrolló con detalle los aspectos teóricos que permitieron

justificar la existencia de la SVD y, posteriormente, se encausó al lector hacia aplicaciones concretas de

la descomposición. En particular, la sección 3.1 mostró cómo la SVD logra condensar la información

de una matriz en los subespacios asociados a los valores singulares de mayor magnitud, dando esto

sentido a la aplicación de la compresión de imágenes (sección 4.1). Además, se presentaron otras

aplicaciones de la SVD en el área del procesamiento de imágenes, abarcando los temas de modelado

de fondo de imágenes para la detección de movimiento en videos (sección 4.3), eliminación de ruido

de una imagen (secciones 4.2 y 4.4) y reconocimiento facial (sección 4.5).

Por la forma en que está estructurado, el art́ıculo permite a un lector con conocimiento básico en

Álgebra Lineal una mejor comprensión de este tipo de factorización. Por ello, puede ser considerado

de interés como lectura complementaria en cualquier curso de Álgebra Lineal en el que se desee mostrar

aplicaciones de esta área de la Matemática.

Reconocimientos:

Este art́ıculo se realizó como parte del proyecto FroSigPro (código #1440037, periodo 2019-2020)

inscrito en la Vicerrectoŕıa de Investigación del Instituto Tecnológico de Costa Rica.
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