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ABSTRACT

An algorithm, focused on determining the terms comprised in the expression for computing n-th order cumulants, is proposed. This work
presents some considerations about the used algorithms, as well as the results obtained by means of algorithm’s implementation. At the
end, the results obtained from the computation of the 8-th order cumulant terms, for a telecommunication application, are shown.
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RESUMEN

En este trabajo se propone un algoritmo computacional para la determinacion de los términos que componen la expresion de un
cumulante de cualquier orden. En el trabajo se aporta una valoracion acerca de la eficiencia de los algoritmos utilizados asi como los
resultados alcanzados a través de la implementacion de los mismos. Finalmente se ofrecen los resultados obtenidos al determinar los
términos de la expresion de cumulante de octavo orden, aplicado a un problema del &rea de las telecomunicaciones.

PALABRAS CLAVE: Algoritmo, Cumulante, Expresién Mateméatica

1. INTRODUCTION

Cada vez mas, el analisis estadistico de orden superior se viene aplicando en diversos campos de la ciencia y
la tecnologia; por ejemplo, telecomunicaciones, sonares, radares, la biomedicina, procesamiento de datos
sismicos, reconstruccion de imégenes, estimacion de retraso en el tiempo, filtrado adaptivo, ecualizacion
ciega, entre otros. Estas herramientas estadisticas, relacionadas con las caracteristicas estadisticas conocidas
como cumulantes, y sus asociadas transformadas de Fourier, conocidas como poliespectro, no solo revelan
informacién de amplitud, sino también informacion de fase. Esto es importante porque, como es conocido, las
caracteristicas estadisticas de segundo orden son ciegas a la fase (Mendel (1991), Cabezas, Cruz, Iglesias y
Hernandez (2013)).

Aunqgue esta bien definida la ecuacién general de calculo de los cumulantes de diferentes érdenes (Mendel
(1991)), se puede decir que en la medida que dichos 6rdenes se incrementan, la complejidad de la expresién
correspondiente a cada orden particular se extiende y complejiza, lo cual puede conducir a errores en el
desarrollo del trabajo manual algebraico orientado a su definicion.

En este trabajo se propone un método dirigido a la automatizacion del proceso de generacién de la expresion
de un cumulante a partir de un orden dado. Para esto, se expone la jerarquia algoritmica seguida, una
valoracidn acerca de la eficiencia de los algoritmos utilizados asi como los resultados alcanzados a través de
la implementacion de los mismos.

2. MOMENTOS Y CUMULANTES

Sea x una coleccién de variables aleatorias, por ejemplo, x = col(xy, x5, ..., i), siendo k la cantidad de
variables, I, denota el conjunto de indices de x. Si I < I, entonces se dice que x; es el vector integrado por
las componentes de x cuyos indices pertenecen a I. De esta forma se puede denotar el momento y el
cumulante de un subvector x; del vector x como m,(I), donde m,.(I) es el valor esperado del producto de los
elementos de x;, y c,(I), respectivamente. Se define como particion del conjunto I a una coleccion de
subconjuntos I, no ordenados, no vacios y sin elementos en comdn, tales que U,l, = I. Por ejemplo, el
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conjunto de particiones correspondientes a k = 3, es: {(1, 2, 3)}, {(2), (2, 3)}, {(2), (1, 3)}, {(3), (1, 2)}, {(1),
(2), (3)}. La relacion momento a cumulante se define a través de la expresion (Ahmadi y Berangi (2009),
Azarbad, Hakimi y Ebrahimzadeh (2012)):

)= Y (DT @-D[m,) O
Yo, Pt

p=1

conl < g <k, donde Ug,:llp = I denota las sumas sobre las particiones de I. Para el caso ilustrativo anterior

(k = 3) setiene ¢ = 1 para{(1, 2, 3)}, ¢ = 2 para {(1), (2, 3)}, {(2), (1, 3)}, {(3), (1, 2)}, y q = 3 para {(1),
). (3)}-

De manera concreta, se definira el momento de un proceso complejo X de orden k como (Azarbad, Hakimi y
Ebrahimzadeh (2012), Li, Zhang, Wang, Xu y Xu (2012)):

My x = E[X*71X¥] 2

donde X representa el valor complejo conjugado del proceso X complejo, estocastico y de media cero; I es la
cantidad de veces que se tiene a X como argumento; y E[.] es el operador estadistico valor esperado. De
forma andloga se define el cumulante para un proceso complejo, estocastico, de media cero y orden k como
(Azarbad, Hakimi y Ebrahimzadeh (2012), Li, Zhang, Wang, Xu y Xu (2012)):

Crax = cum[X*7X¥] 3)

donde el operador cum|.] es definido a través de la ecuacion (1).
3. ENTORNO DE PROGRAMACION

El entorno de programacion utilizado para llevar a cabo la implementacién de los algoritmos que se presentan
en esta investigacion es el software MATLAB. EIl mismo es un software matematico que ofrece un entorno de
desarrollo integrado con un lenguaje propio (lenguaje M), disponible para las plataformas Unix, Windows y
Apple Mac OS X. Entre sus prestaciones basicas se hallan: la manipulacion de matrices, la representacion de
datos y funciones, la implementacién de algoritmos, la creacién de interfaces de usuarios (GUI) y la
comunicacion con programas de otros lenguajes y con otros dispositivos hardware.

MATLAB dispone de varias bibliotecas especializadas (toolbox) facilitando al usuario algoritmos
implementados inherentes a la tarea que se pretende realizar. Presenta untiempo de ejecucién para algunas
operaciones muy rapido, en aquellas en que puede aprovechar sus capacidades de vectorizacion. A partir de la
version 6.5 se incorpord un acelerador JIT que mejora significativamente la velocidad de ejecucion de los
ficheros *.m en ciertas circunstancias. Para el desarrollo de esta investigacion se utilizé la versién 7.9.0.529
(R2009Db).

4. IMPLEMENTACION EN MATLAB DE ALGORITMO PARA GENERAR EXPRESION DE
CUMULANTE DE UN ORDEN DADO

El proceso de disefio del algoritmo a ser implementado se llevd a cabo a partir del analisis de la expresion (1).
Por ejemplo, el calculo de forma manual, utilizando (1) para determinar la expresion del cumulante de tercero
y cuarto orden, arroja los resultados que se muestran en Tabla 1 y Tabla 2, respectivamente. Ndtese en ambos
casos que si se tratara de una sola variable estocastica entonces: x; = x, = x3 = x, = x y se obtendrian las
siguientes expresiones al sumar los términos generados por cada particion:
c; =mg — 3mym, +2m3
cy = My — 4mymy — 3m3 + 12m,m? — 6my
Tabla 1. Calculo manual de expresion del cumulante de tercer orden

q Particiones I, Coeficientes Expresion generada por la
(-1 (g — D! Particion
1 {(1,2,3)} 1 m(x;x,X3)
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2 {(1), 2,3)} -1 —m(x;) (X3 x3)

2 {(2), (1,3)} -1 —m(xz)m(x;x3)

2 {3), (1,2)} -1 —m(xz)m(x;x;)

3 {(1), (2), R)} 2 2m(x;)m(xz)m(x3)
Tabla 1. Calculo manual de expresion del cumulante de cuarto orden

q Particiones I, Coeficientes Expresion generada por la

(=19 (qg — D! Particion

1 {(1,2,3,4)} 1 m(xX;X,X3%,)

2 {(1), 234)} -1 —m(x;) (xpX3%4)

2 {(2), (1,34} -1 —m(xz)m(x3X3X,)

2 {®), 1,24} -1 —m(x3)m(x3X;X,)

2 {(4)1 (17213)} -1 —m(x4)m(x1x2x3)

2 {1,2), B4} -1 —m(x;x)m(x3x,)

2 {1,3), 24} -1 —m(x; x3)m(x,x4)

2 {1,4), (2.3)} -1 —m(x; x,)m(x,x3)

3 {1), @), B4)} 2 2m(x )m(x)m(x3x4)

3 {1), ), (2,4)} 2 2m(x )m(xg)m(x,x4)

3 {(1), @), 2,3)} 2 2m(x )m(x)m(x,x3)

3 {(2), (3), (1,4)} 2 2m(xc)m(xz)m(x; x4)

3 {(2), (4), (1.3)} 2 2m(x)m(xq)m(xyx3)

3 {(3). (4), (1.2)} 2 2m(x3)m(xy)m(x; %)

4 {(1), (2), (3). (1)} —6 —6m(x )m(xy)m(x3)m(x,)

4.1.M6dulos implementados y su jerarquia

De los resultados anteriores se constatan dos etapas importantes del proceso de obtencién de los cumulantes a
partir de (1): la generacion de las particiones de I, en los conjuntos I, (ver segunda columna de Tabla 1y
Tabla 2), y la obtencion de la expresion analitica que genera la particion (ver cuarta columna de Tabla 1y
Tabla 2). Estas etapas fueron desarrolladas a través de la implementacién de nueve médulos, en su mayoria
funciones sobre MATLAB. La jerarquia bajo las cuales se rigieron se ilustra en la Figura 1.

La funcion cumpart2strn es la encargada de llevar a cabo el proceso de convertir las particiones de I, (ver
segunda columna de Tabla 1 y Tabla 2) en la notacion seguida en la cuarta columna de Tabla 1y Tabla 2. A
partir de este proceso se obtiene la expresion del cumulante que se desea calcular. Para esto, la salida de la
funcion es un dato tipo string con el objetivo de facilitar el trabajo con los cumulantes y momentos de
procesos complejos definidos por (2) y (3). Los parametros de entrada estan relacionados con las ecuaciones
citadas con anterioridad, y a través de los mismos, se le da a conocer el orden del cumulante a calcular (k) y la
cantidad de sefiales complejas conjugadas que se tomard (1). Para esto, la funcién cumpart2strn invoca a la
funcion cumpart, que a través del parametro de entrada, que especifica el orden del cumulante, es capaz de
generar las particiones de I, en los conjuntos I, para dicho orden. La Figura 2 muestra el diagrama de
secuencia del proceso de generacion de las particiones.

El proceso de generacion de las particiones, a partir de (1), cuenta con dos particularidades: cémo determinar
la cantidad de elementos a posicionar en cada subconjunto I, y el modo de generar todas las formas posibles
de hacerlo.

El valor de g, que denota la cantidad de conjuntos I, de una particion de I, en una iteracion de (1), es
recorrido, de forma general, desde g = 1 hasta el orden del cumulante que se desea calcular (k). Entiéndase
por una iteracion de (1) el hecho de determinar una particion de I, en conjuntos I, para un valor q
determinado (operacion de validacion relativa al signo sumatorio) y obtener el producto de los respectivos
momentos (operacion relativa al signo de producto). En cada iteracion, I, = {1,2, ..., k} queda dividido en g
subconjuntos 1,, de forma tal que ngllp =1y ﬂgzllp = 0. Esto seria matematicamente equivalente a las
formas de descomponer un nimero natural k en g sumandos, correspondiendo estas formas a la cantidad de
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elementos a posicionar en cada particion I,. Notese como ejemplo, en Tabla 1, en el calculo del cumulante de
tercer orden: las llaves denotan el conjunto I, siendo particionado en g subconjuntos denotados por paréntesis
y la cantidad de elementos en cada uno de estos subconjuntos es equivalente a la particién del nimero natural
k = 3 en g sumandos. En la implementacién realizada, las funciones formpartsum y newpartsum son las
encargadas de realizar dicha tarea. La primera funcion se implementé de forma recursiva, representando k el
nimero entero positivo del cual se pretende hallar todas las formas de descomponerlo en sumandos entero
positivo, y la segunda funcién se encarga del manejo de los datos entre la interfaz de las funciones
formpartsum y cumpart, haciendo que los datos devueltos por la primera sean compatibles a la entrada para
los datos requeridos por la Gltima. La decisidon de implementar la funcién formpartsum de forma recursiva fue
basada en el hecho de que una solucion alternativa de forma iterativa requiere del previo conocimiento de la
cantidad de iteraciones a realizar o de la condicidn de ruptura. Esto es equivalente a saber la cantidad de
formas exactas de descomponer un nimero en sumando. En la actualidad, dicho planteamiento constituye una
interrogante en la Teoria de los Numeros, rama de la matemética que se encarga del estudio de las
propiedades de los nimeros. S6lo se han podido determinar relaciones asintoticas para aproximar dicho valor,
cuando el namero, del cual se pretende determinar las particiones, tiende a infinito.

simplifiedcum (str)

cumpart2strn (k, 1)

cumpart (k)

newpartsum (k) match (vy, Va)
formpartsum (PA, k) | match11 (v1, Va)
\.......................................: Tesesnannannanian ST ———
sortcellrows (v) sortcellcolumn (v)

Figura 1. Jerarquia de moédulos implementados para la obtencién de expresion de los cumulantes
Sea k = a; +a, + -+ + a4 la particion de k en g sumandos en determinada iteracion de (1). Las posibles
formas de ubicar a, elementos en el primer subconjunto es enfocado a través de un problema de

combinaciones y su valor es igual a a ) siendo definido tal operacién como:
1

|
(;l) - (n—;l;)!-p!

donde el operador ! es el factorial del nimero indicado. Ejemplo, dado I = {1,2,3} y la particién 3 = 3 + 0.
Como los conjuntos I, no pueden ser nulos, entonces, g =1 y se tendria un solo subconjunto I, en la
particion; por tanto, la cantidad de formas en que se puede tomar tres elementos de I en un subconjunto I,,, sin
tener en cuenta su orden, viene dado por:
. cantidad de elementos: n = 3
. cantidad que se toma: p = 3
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31 31
(3)2(3—3)!-312521

cumulant = cumpart (k)

V

PA=[1,..,1], k elementos

J

partition = formpartsum (PA,k)

Fpart = cantidad de filas de la particion p de la célula partition

v

Cpart = cantidad de columnas de la particion p de la célula partition

|

Si No

ﬁ Cpart == \L

Primer elemento de cumulant = matriz cuyas indexCum = 0
filas son las combinaciones de los elementos del \L
p de la célula partition e :

1 |
| aux = matriz cuyas filas son las combinaciones de los elementos del |

: vector [1..k] y tamafio dado por el valor devuelto por el primer !

| elemento de la fila ipart, de la particion p de la célula partition {

| |

FIN | l’ |
: contador =0 [

|

| |

| |

| |

| |

|

Y

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
vector [1..k] y tamafio dado por el valor for ipart =1:Fpart |
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
for jpart =2:Cpart |
|
|

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
: devuelto por el primer elemento de la particion
| ¥
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
.

comb_temp = matriz cuyas filas son las
combinaciones de los elementos del vector
[1...k] y tamafio dado por el valor devuelto por el
elemento jpart, de la fila ipart, de la particion p
de la célula partition

b

aux = match ( comb_temp , aux)
i No

\r—’ contador == Cpart—1 ~— —nw

indexCum = indexCum + 1

!

El elemento p de cumulant,
posicion indexCum = aux

FIN FIN

Figura 2. Algoritmo de funcién cumpart.

Esto significa que existe una forma: tomar los tres elementos del conjunto / y ubicarlos en I, . Para el caso
3 =1+ 2, se estd en presencia de dos subconjuntos I,,, por tanto g = 2. Como en el primer subconjunto se

puede situar 1 elemento, esto se haria de (i) = 3 formas posibles: o bien se sitda a 1, 0 bien 2, o bien 3. Para

el segundo subconjunto se tendria que ubicar de G) = 3 formas: o bien se sitda (1,2), o bien (1,3), o bien
(2,3). De esta manera, las particiones quedarian determinadas por: {(1), (2,3)}, {(2), (1,3)}, {(3), (1,2)}.
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Analogamente se tendria que: las posibles formas de ubicar a, elementos en el segundo subconjunto viene
k . . . -

dado por (a ) hasta llegar a la cantidad de formas posibles de ubicar a, elementos en el g-ésimo
2

subconjunto: (f

n
(1). Es de notar que sélo en las particiones en que se cumpla simultdneamente que ngllp =Ly ﬂf,:llp =0
y seran particiones a ser utilizadas. En aras de no perder ninguna forma de particionar los conjuntos, se
procedio a generar todas las formas de ubicar a; elementos en el i-ésimo subconjunto. De esto se encargo la
funcion cumpart. Ademas, se discriminaron aquellas particiones a ser utilizadas a partir de la interseccién
nula de los subconjuntos construidos y de la unién unitaria de los mismos, utilizando para esto continuos
Illamados desde cumpart hacia el bloque match encargado de llevar a cabo este proceso de discriminacion,
particularizando con matchll en el caso de que los vectores de entradas correspondan a una estructura de
datos utilizadas en la programacidn: cellarray. Se generaliza con match para hacer compatible los datos entre
cumpart y este blogue. Es de destacar también dos bloques auxiliares utilizados en la programacion con el
objetivo de ordenar las particiones generadas para hacer més viable el proceso de cumpart2str, estos fueron:
sortcellrows y sortcellcolumn.

). No todas las formas que se generen a través de esta légica satisfacen las condiciones de

Con el objetivo de simplificar la expresion obtenida por cumpart2str, pues el orden impar de los momentos
devuelve cero como resultado, la suma repetida de elementos iguales puede simplificarse a través de la
multiplicacion, y el producto de elementos iguales puede simplificarse a través de la potenciacion, se
implementd la funcién simplifiedcum, con la que se especifica la expresion del cumulante que se desea
simplificar.

5. VALORACIONES SOBRE LA EFICIENCIA DE LOS ALGORITMOS

En la Figura 3 se muestra el comportamiento funcional de la cantidad de formas de descomponer un nimero
en sumandos. Es de destacar la tasa de crecimiento que tiene dicha funcion, reportdndose una cantidad de
alrededor de 100 formas de descomposicion en sumandos para el nimero 13 y mas de 600 formas para el caso
de 20.

El hecho de implementar de forma recursiva la manera de generar las particiones de un nimero en sumando, a
través de la funcidn desarrollada en MATLAB formpartsum, desperté el interés de valorar las implicaciones
que traeria consigo en el tiempo de ejecucién. Esto se debié a la tendencia por parte de las soluciones
recursivas de incurrir en tiempos prolongados de ejecucién en correspondencia con las respectivas soluciones
iterativas. Ademas, los algoritmos recursivos suelen requerir mas espacio de stack que los algoritmos
iterativos dando paso, en algunos casos, al stackoverflow.

Cantidad de Particiones de un Nimero en Sumandos
700 I e

Cantidad de Particiones

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Numero

Figura 3. Cantidad de Particiones de un Nimero en Sumandos.
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5.1. Algoritmo para generar las formas de particionar un nimero natural en sumandos

Para la resolucién del objetivo trazado en este apartado se consideraran particiones ascendentes y ordenadas
de mayor a menor.

Una particion ascendente, denotada por PA, es aquella en la cual se cumple que cada término es igual o mayor
que el término a su izquierda. De esta forma, (1 + 1 4+ 2) es PA de 3, mientrasque (1 + 2+ 1) no lo es.

Una particién es mayor que otra particion si su n-ésimo término es mayor que el n-ésimo término de la otra
particion cuando es leido de izquierda a derecha, siendo iguales todos los términos anteriores al n-ésimo (si
existen). De aqui que la PA de 4, (1 + 3), sea mayor que (1 + 1 + 2), puesto que el segundo término de la
primera es mayor que el segundo término de la otra.

partition= formpartsum(PA k)

Si isempty(PA==1 T No

z=1 z=PA(length(PA))
Sl  kezgakon o NO
partition =[] ; T
ﬁ.._ o k==0 ﬁ/
FIN partition = PA forjFzm e

f partition= [PA,]]
si L No

partition=formpartsum(partition,k-j) o
FIN L P

Figura 4. Diagrama de Algoritmo de funcién formpartsum
Sea f una funcion recursiva que devuelva las particiones ascendentes del nimero k, entonces f quedaria
definido como:

f((PA,z}k—2) + f{PA,z+ 1}k —z—1) + -+ f({PA,k},0) k=2zk>0
f(PA.k)={ 0 k<zk>0 (4)
PA k=0

donde PA es alguna particion ascendente y z, el maximo término de PA o 1 si PA estd vacia. Para poder
generar las particiones de k, se pasa como primer parametro a PA en forma de particion vacia.

La funcién f fue implementada en MATLAB bajo el nombre formparsum, recibe como argumentos a PA,
vector cuyo primer pardmetro a pasar sera el elemento nulo o vacio, y el entero m, que indica el namero del
cual se determinaré las particiones ascendentes. Al ser implementada de forma recursiva, se introducen las
condiciones de rupturas dadas por las expresiones segunda y tercera de (4). La Figura 4 muestra el diagrama
de secuencia del algoritmo propuesto.
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Una vez implementada la funcidon formpartsum, se paso a realizar valoraciones referidas al tiempo de
ejecucion de la misma a partir de los valores recibidos en la entrada, obteniéndose los datos que se muestran
en la figura 5. Se observa un crecimiento notable de los tiempos de ejecucién a partir de las particiones en
sumando del nimero 15. Estas pruebas se llevaron a cabo empleando un procesador Intel(R) Core(TM) i3 con
4GB de memoria RAM.

Tiempos de Ejecucidn de la funcién formpartsum
i P Fr T T T

18- -eremeeen . S frrerreeeieens — e

L] P it R Rt e L A
7Y S T TSR R feemmneeemnnnns O . 4
S 12f-ceeeeeees besssssnsseensd s et T Sy ST 4
B : : : : '
3 :
(rr ) I SUUURUUUIE JSUUUURUUUUUS SRR SRUUUUURURIN SUUN | BURII 4
e ‘
-
2
8
I O S SO A,
P
G_ ......
) L AL AN SO o S -
] A A S

h-e-a-a-t-a-

5 10 15 20 25 30
Valores de Entrada

Figura 5. Tiempos de Ejecucidn de la funcion formpartsum.

5.2. Algoritmo para determinar las particiones en el calculo de los cumulantes

El algoritmo que determina las particiones de I, en conjuntos I,,, es la funcion cumpart. Para una valoracion
de la eficiencia del mismo, y a modo de ejemplo, fueron tomados los tiempos de ejecucion hasta el valor de
entrada 8 correspondiente al cumulante de octavo orden. Los resultados se muestran en la Figura 6.

Tiempo de ejecucién de cumpart

300 f--------- S S P S | S—
e deeseneee- R It tecenoeees S
200 f-reeerenatenanansend b Rt S b beoeecfen
5 ! : : : : :
g 150 --------- dmmomoenend feeneee- beoosenoe- EiRty e nmnne- S il .
o 1 : ! ! ! :
=

SRS S WS NSNS S -
& & i & &
1 2 3 4 5

Valor de entrada

Figura 6. Tiempo de ejecucion de cumpart.
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Se observa como a partir de la determinacion de las particiones para el valor de entrada 7 (orden 7) se
experimenta un notable crecimiento en los valores del tiempo de ejecucién del algoritmo, alcanzando para
orden 8, un tiempo de ejecucién por encima de los 300 s. Esto es debido a que a partir de 7 empieza a crecer
de manera significativa la cantidad de formas de descomponer un nimero en sumando, y por ende, la cantidad
de particiones a utilizar para la generacion de las expresiones de los cumulantes (ver figura 6).

Se constatd que los elevados tiempos de ejecucion de cumpart radican en la generacion de las particiones y la
validacion, a través de la funcion match, de cuales de ellas constituye una particion I, en conjuntos I,,.

Debido a esta premisa, se decidi6 aislar el bloque de generacion de las expresiones de los cumulantes del
bloque de clasificacion, en aras de favorecer el proceso de clasificacion con tiempos de ejecucion aceptables.
Ademas, los resultados a devolver por cumpart2str fueron guardados en ficheros *.mat para evitar incurrir en
elevados costos computacionales por los modulos implementados que se encuentran por encima en la
jerarquia expuesta con anterioridad.

6. RESULTADOS DE EJEMPLO. EXPRESIONES DE CUMULANTES DE OCTAVO ORDEN

Con el objetivo de obtener las particiones que permitan generar el cumulante de octavo orden, la
implementacion de formpartsum arrojé los resultados que se muestran en la figura 7. La misma enumera la
cantidad de particiones encontradas (22 formas) y cita cada una de ellas.
La expresion del cumulante de octavo orden determinada fue utilizada en una investigacion para clasificar
sefiales de modulacién digital, cuyos resultados se pueden encontrar en (Barrera y Hernandez (2017)). En este
caso, una vez obtenida las particiones, con el primer bloque de funciones se determinaron las expresiones para
las variantes del cumulante de octavo orden que fueron de interés:

Caox = Mgox — 28M50, Mo — 35MZy . + 420MZ0 My, — 630M30

Co1x = Mgy — 21My0 Mgy — TMyq xMeo x — 35Myo x My x + 210M3 My o + 210Mpq  Myy My
— 630M30, My

CS4—,x = M84-,x - 6M20,xM64,x - 16M21,xM63,x - 6M22,xM62,x - M4o,xM44,x - 16M41,xM4-3,x - 18M4%2,x

+ 6M220,xM44,x + 96M20,xM21,xM43,x + 72M20,xM22,xM42,x + 14'4'1"/1221,951‘442,x

+ 96M21,xM22,xM41,x + 6M222,xM40,x - 54M220,xM222,x - 4'32IVIZO,xIwZzl,xIVIZ2,x - 144M§1,x

1 2 3 a4 5 6 7 8 9 )10)11){12)(13 )14 )15)(16 /(17 )18 (19 ) (20 )(21 )(22
3)(2)(1)))2)(2)(1)(2)(2)(1)(2)(21)(1)(2)(2)(2)(2)(2)(2)3) 4)8
I I I 1 I I I I I I 1 I I I I I I I I I I

1) (@)1 2) (1)) Q)21 (2) (23 (2)(2) (2)(3)(6)5) 4

I I I I I I I I I I 1 I I I I I I
1)(32)(1)2)(21)1)(1)(2)(2)(3)(6)(2)(5) (4 2) 4) 3

1 I 1 I I 1 1 1 1 I I I

1)(2)(1) 1) (1) (2)(B)(2)(4)(3 3 2

I I I I I I I

1)(2)(1)(2)(4) 3 2

1 I 1 1

1)(1)(3) (2

I I

12

I

1

Figura 7. Particiones Ascendentes del nimero 8.
7. CONCLUSIONES

En este trabajo se presentd un algoritmo capaz de determinar las expresiones del cumulante de un orden dado.
Se realizaron las valoraciones acerca de la eficiencia de los médulos programados propuestos, bajo las cuales
se tomaron certeras decisiones en aras de reportar tiempos de ejecucion aceptables en el proceso de
clasificacion.

Los resultados fueron aplicados de manera eficaz a la estimacion del cumulante de octavo orden en una
aplicacion del area de las telecomunicaciones.
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