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ABSTRACT

This paper is about a methodology to calculate all the components of the influence matrices
of the curved boundary elements of three nodes in plane elasticity problems, using a semi-
analytical formulae and coordinate transformations, with which it is possible to savings of
CPU time of the numerical integration used in these cases (Gauss-Legendre), maintaining
its accuracy. To make the comparison of CPU times and precision of the results obtained by
both techniques, numerical and semi-analytical subroutines were created using MAPLE
symbolic-manipulation software. Among the results achieved is the reduction of
computation times by 76%, 61% and 35% compared to the Gaussian numerical integration
with four, six and eight integration points, respectively. That this technique successfully
was used by the authors in the integration of matrices in the Finite Element Method (FEM).
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RESUMEN

En este trabajo se presenta una metodologia para calcular todas las componentes de las
matrices de influencia de los elementos de contornos curvos de tres nodos en problemas de
elasticidad plana, utilizando una férmula semi-analitica y transformaciones de coordenadas,
con la que se hace posible reducir los tiempos de cémputos de la integracion numérica
utilizada en estos casos (Gauss- Legendre), manteniendo su precision. Para hacer la
comparacion de los tiempos de CPU y precision de los resultados obtenidos por ambas
técnicas, se crearon subrutinas numéricas y semi- analiticas usando MAPLE®. Entre los
resultados alcanzados se destaca la reduccion de tiempos de computos de 76%, 61% y 35%
en comparacién a la integracién numérica Gaussiana con cuatro, seis y ocho puntos de
integracion, respectivamente. Cabe destacar que esta técnica fue utilizada exitosamente por
los autores en la integracion de matrices en el método de los elementos finitos.

1. INTRODUCCION
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En numerosas ocasiones de la vida diaria, los especialistas se enfrentan con la dificultad de calcular
desplazamientos, tensiones y deformaciones de sélidos sometidos a la accién de fuerzas externas, donde
es muy dificil o imposible obtener soluciones analiticas para este problema. Los métodos numéricos de
diferencias finitas (FDM), elementos finitos (FEM) y contorno (BEM) constituye hoy en dia, el
procedimiento habitual para aproximar estas soluciones. En el FEM y FDM se discretiza tanto el dominio
como su contorno, sin embargo, en BEM so6lo se discretiza el contorno del dominio, disminuyendo la
dimensién del problema. Asi, al abordar un problema tridimensional por FEM, se tendria que trabajar con
integrales triples sobre los elementos mientras con el BEM las integrales a aproximar serian integrales
dobles sobre la frontera del sdlido. Por lo expuesto, se estudiara el problema de elasticidad 2D con BEM.
Se conoce que las primeras formulaciones integrales para andlisis tensional de medios continuos datan del
comienzo del siglo XX, pero no fue sino hasta que Rizzo[14] desarrollé la primera version directa del
método aplicada a problemas bidimensionales y basada en la solucion de Kelvin. Posteriormente [5]
implemento el método directo para el analisis de dominios 3D en elastostatica, utilizando interpolacion
constante de las variables sobre la frontera. Autores como Lachat y Watson[8] aplicaron el método
considerando interpolacidn lineal y parabdlica respectivamente sobre la frontera lo cual proporciono una
mejora en la precision de los resultados obtenidos. Por otra parte, Nakagua[10] en su tesis doctoral aplicd
con éxito las funciones de Mindlin para el andlisis de dominios tridimensionales semi-infinitos en
elastostatica. Asi mismo, en 1981 el trabajo [15] originaron las expresiones analiticas de la solucién
fundamental para dominios bidimensionales elasticos semi-infinitos. Cerrolaza y Alarcon [2] trabajaron
procedimientos numéricos orientados a la evaluacién de integrales singulares VPC basado en una
transformacion bi-cubica de coordenadas, obteniéndose expresiones sencillas y atractivas para las
cuadraturas numeéricas e incorporables a los codigos MEC ya existentes. Posteriormente Alarcon et. al [1]
generan métodos basados en transformaciones de coordenadas no-lineales, para la evaluacion de las
integrales singulares y cuasi singulares que aparecen en el método directo de los elementos de contorno.
Se detecta un error inherente a algunas de las transformaciones propuestas y finalmente se sugieren dos
nuevas transformaciones que mejoran las actualmente disponibles.

En 1995 Dominguez et. al [6] dedujeron una técnica para la evaluacion de las integrales singulares que
aparecen en el Método de los Elementos de Contorno en elasticidad tridimensional, basada en la
utilizacion de transformaciones de coordenadas no lineales. Autores como Paris y Cafias [13] presentaron
en su libro expresiones analiticas para la integracion constante de elementos de contorno parabdlico en
elasticidad cuando el punto de colocacion no pertenece al elemento. Por otro lado, en [4] realizaron
técnicas para la evaluacion directa de las integrales en el sentido del valor principal de Cauchy en el
MEC. El procedimiento propuesto permitié regularizar en coordenadas cartesianas los términos
fuertemente singulares de los ndcleos de integracion que son expresados como suma de integrales no
singulares evaluables numéricamente con cuadraturas estdndar. Por otra parte, Padhi et al [12]
encontraron técnicas de manipulacién simbdlica para la integracion de nucleos singulares producto de
funciones de forma en problemas de elastostatica en 2D. Asi mismo, en [16] se efectuaron un método
para computar las matrices que resultan en la formulacién del MEC 3D en elasticidad anisotropica.
Dichos autores, lograron expresar las integrales involucrada en el método en integrales regulares de linea
y posteriormente se efectuaron numéricamente. En el trabajo mostrado en [17] se presentaron
integraciones exactas de algunas integrales singulares que se presentan en elasticidad bidimensional.
Actualmente en el MEC no existen metodologias simbdlicas que optimicen tiempos de CPU en
integraciones regulares. Sin embargo, en MEF se han desarrollado una gran cantidad de investigaciones
en la integracion de matrices regulares con esta técnica, obteniéndose mejoras en los tiempos de célculo,
en comparacion a las integraciones numéricas. Entre ellos, Griffiths[7] presenté en 1994, una férmula
general que crea una técnica para el célculo de la matriz de rigidez de un elemento finito cuadrilatero
isoparamétrico de cuatro nodos, utilizando transformaciones de coordenadas. Este autor logro un ahorro
significativo de tiempos de CPU en comparacion a la Gaussiana de orden dos. Posteriormente Lozada et
al [9] extendieron dichos resultados a los elementos cuadrilateros de 8 nodos plano y en los trabajos de
Cerrolaza & Osorio en [11] y [3] a elementos en el espacio.

Por lo expuesto en este trabajo se explora la aplicabilidad de esta técnica a la integracion de las matrices
de influencia de un elemento de contorno curvo de tres nodos, donde la dificultad que se presenta en su
aplicacion a la hora de calcular desplazamientos, tensiones y deformaciones, es el calculo de los
coeficientes del sistema de ecuaciones resultante de la discretizacion del problema. Estos coeficientes
vienen dados por algunas de las siguientes integrales:

O S (L.1)
I, :[1 (r(P,g))” fl(g) fz(g)dg
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I :j {ﬁ} f,(g)ds (1.2)

=] Ln [;] f (<) ds (L3)

Donde neN, r(P,c) representa la distancia del punto de colocacién P al punto de integracion gy fi(c) son
funciones polindmicas con ie{1,2}. De las ecuaciones (1.1), (1.2) y (1.3) se observa que la complejidad
del problema depende de la ubicacion del punto P. Si el punto P no pertenece al elemento sobre el cual se
integra, entonces las integrales dadas en las ecuaciones anteriores no presentan singularidades. Este tipo
de integrales usualmente se realiza con integracion numérica (Gauss-Legendre). El problema que se
presenta en este caso es el costo computacional, pues se requiere de una gran cantidad de puntos de
integracion para obtener una precision razonable. Ahora, si P pertenece al elemento entonces las
integrales presentan singularidades las cuales pueden ser evaluadas dependiendo el tipo de singularidad.
En general las integrales con singularidades débiles son evaluadas con cuadratura Gaussiana y las de
singularidades fuertes son integrables solo en el sentido de valor principal de Cauchy. Por lo expuesto, en
este trabajo se presenta una metodologia semi-analitica para el calculo de las integrales de elementos de
contornos curvos de tres nodos en problemas de elasticidad plana. La misma hace posible reducir los
tiempos de computos de la integracion numérica utilizada en estos casos (Gauss- Legendre), manteniendo
su precision.

2. FORMULACION

Consideremos un dominio plano, finito, elastico, homogéneo e isétropo Q limitado por una frontera I'.
Para el andlisis del problema mediante el MEC, se necesita establecer una formulacién integral que
relacione los desplazamientos u y tensiones t en la frontera del dominio en estudio. En este caso, dicha
relacion es dada por la ecuacién de Somigliana la cual si se desprecia el efecto de las fuerzas de volumen
es dada por:

¢;(P) u;(P)+ [ T; (P.Q) u;(Q) dr - [ U}(P,Q) t;(Q) dr =0 (2.1)

ur,

e=1

Donde las funciones Ti,—* y Ui,-* son las N, elementos curvos de tres nodos [r o J En la figura 1, se

u
u? - ( ]
muestra los desplazamientos Vi/ 'y numeracién de los i nodos del elemento genérico T, con

i€{1,2,3}
V3
V2
2 U
\%}

1 ug

. L X
Figura 1. Elemento genérico T, del mallado.
Denotaremos por:

L= [T (P.Qu@dr Y M =[U;(P.Q)t,(Qdr (2.2)

Asi, la ecuacion (2.1) puede escribirse como:
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Cij(F’)uj(F’)ﬁLi“Le—il\/le =0 (2.3)

Estas matrices son llamadas matrices de influencia del sistema. Para interpolar los desplazamientos
u :[u v]T, tensiones t:[tx ty]T y geometria del elemento de contorno T, se utilizé as siguientes

funciones de interpolacion:

1 1 2.4
Ny =2cc+D) N, =(1-¢") vy Ny =>c(s-1) @4
Las cuales en forma matricial pueden ser escrita como:
N, L 1 1 0Y(<¢
N, |=={-2 0 2||c¢ (2.5)
N, 1 -1 0)|1
Por lo cual, dichas interpolaciones estan dadas por:
x=Y N@x 5 y=Y N@QY, (Geometria) (26)
u=> N,@Qu; v=> NV, (Desplazamientos) (2.7)
t=> N@Qti: t,=> N, (Tensiones) (2.8)
En forma matricial:
1 1 0)(c
XY 1(X X, X
[ jzz( j 2 0 2||¢ (2.9)
y Yi Y2 Vs 1 .1 01
1 1 0)(<&
uy 1(u; u, u,
( J:—( ] -2 0 2||c (2.10)
v) 2\v, v, v,
1 -10)(1
t t, t, t L1 0)fd
(xj:l( x1 X2 x3j _2 O 2 g
t,) 2lt, t, t, L 1 oll1 2.11)

La transformacion de coordenadas dada en (2.9) (ver figura 2) nos permite calcular las integrales dadas en
(2.2) como integrales definidas en el intervalo [-1,1].

\V
| 1 1 2 3
[ @ L ]
X ¢=-1 =0 C=1

Figura 2. Elemento de contorno T’ en el sistema global XY, yen el local £.

De (2.9) se tiene que

Z—X L% X x 1 1 0)(2

af/:E(l 2 SJ 2 0 2|1 (2.12)
- Yo Y2 Y 1 -10)lo0

s
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Por lo tanto X y a—yestém dadas por
dg ~ 0g
A, =8 -25,+5,

§:A5g+BS donde 1 con s=x0y
o B, =2 (5-5.)
Por lo que

) a_X 2 @ 2 .
e T e

En el cual J es el Jacobiano de la transformacion de coordenadas.
De (2.14) se tiene:

|‘]|:\lC1 ¢*+C,¢+C,
Con
C,=AZ+Al, C,=2(AB,+AB,) yC,=B+B;
Asi:
1 1
= [T/ (P.9u,@Pds y M =[U/ (P9t dg
-1 -1
Ya que
T»»*=|:tll* tlz*:| . U“*:|:u11* ulz*}
: t21 t22 : u21 u22
Se tiene que
u u,N; +u,N, +u,N,
i v,N +v2N +v3N
N N

t( g txlN +t,,N, +tX3N
! ,(9) t, N, +t,N, +t N,

N1 N, N, O T
_[ 0 N1 O N2 0 N3 (txl tyl t><2 ty2 tx3 tyS)
Por lo tanto,

e T
L=H(u v, u, v, u, v,)

Me = Gij (txl ty1 tx2 ty2 tx3 ty3) T
Donde

I (c)ds
G;= _[ Uij* (P'Q) N; (g) |J|dg

Con5|deremos las matrices H yG part|C|onadas en tres submatrices de orden 2x2:

- j N |J|dg jle Ni|J|dg
Hi = 1

* 1 *
le21 N [J]dg le22 N, 3]
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(2.19)
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(2.22)

(2.23)
(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)



I 1«
| U NPl T Uy N e
1« 1«
jluzl N.[Jdg jluzz N.|3|dg

En elasticidad plana, las funciones T, y Uij* que se utilizan para deformacion y tension, estan dadas por:

U, (P.Q)= Kl(Kan(%)+% %) (2.29)
* or or

Ua (PQ)=1, (a_x 5] (2.30)
* or or

Uz (P.Q)=K, [5 &j (2.31)

U, (P.Q)=K,| K,Ln G}%%} (2.32)
* 1 or or or

T (P’Q)_FK{%{K“ % ox &B (2.33)

T, (P.Q)=1K, _r{zﬂﬁ}_&{@ny_ﬂnx}] (2.34)

r on| ox oy OX oy

* 1 or|,or or or or

Tzl (P,Q)_FK3 %{2&5}— 4{&ny—5nx}j (235)
* 1 or or or

T, (P'Q)_FK3 a—n{KA—i-ZE&}J 236

En estas ecuaciones r representa la distancia del punto de aplicacion P al punto de integracion Q y n es el
vector normal exterior al contorno en P. Ademas, los valores Ki, K,, K; y K, estdn dados en base a las
constantes elésticas del material yy G y segin el problema que se estudie
Deformacién plana:

1 1

K=—">, K, =(3-4y), K, = VK, =(1-2 _
ara(sy) TG Ky K= () (237)
O tensién plana:
K=t K, :(3—4L), K=t K, =[1—2LJ
8nGl1- Y 1+y a1V 1+y (2.38)
1+y 1+y

Dado el punto P, se tiene:
r=d(P.Q) = (% —x) +(vo-y)’ » V Q(xy)ele (2.39)
Con lo cual
or _Z(XP_X) (X_XP)
Ev = 2.40
X2 (%X +(yp-y) T (240
%:—(y_ry”) (2.41)
Por otra parte:

3 3
(X, y) = [Z N; (Q) X; ,Z N; (Q) yij = (dlxgz +0d,,c+d,,, dlygz +d2yc.:+d3y) (2.42)

i=1 i=1
Con d, :%sl—ser%s3 ;o Oy :—%Sl—%sa; d,, =S, paras=Xx,y
Asi;
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2

r= (dlxgz +0,6+d; —Xp )2 +(d1y92 +d,,c+d,y, _yp) ? (2.43)
or _ (dlsgz +0,6+dy _SP)

= paras = X, y (2.44)
0s r
Ademés,
aoloy (AcB) - 10ox_ (AstB) (2.49
NEE N 9] o N
g—gn +gn =1 2.46
on ox “ oy Yl (246)
Donde,
M, = (dlxgz +0,,6+d;, _XP)(Axg-I_ B, )_(dlygz +0,,6+dy, _yp)(Ay€+ By) (2.47)
En consecuencia, las expresiones analiticas de las componentes de las matrices Hi y Gi estan dadas:
: 1 1 1 (dy 6t +d,c+dy, —X,)°
I _ - S %6 3x P
Hll_KlK2 {_jlln(eri |J|dg]+K1{j1 r2 N, 9| ng (2.48)
Hi, =K }(d g2+d ¢+d, —X j d g2+d ¢+d, -y iN | dg (2.49)
12 111x 2x> "3 TP "ly 2y 3y Pr2i '
Mok | T(d 2ad, crd, —xo)(d 2ed crd. —y- | AN 1 2.50
21~ "1 fl(lxg x5 T U3y P) 1y* "O2ys %y Yp )2 j s (2:50)
. 1 1 1(dyc? +d,c+dy — Y, )
H'ZZ:Kle{_jlln[FjNi|J|dg]+K{_jl< ’ zyrz i) N; 9| dg (2.51)
: 1 K,M, N.
I _ 2 2 v Y2 31
Gll__jl (r Ky +2(dy, c% +d, g +da —Xp) j x de (2.52)
; 1 K, M, N.
I _ 2 2 v 2| 31
Cho= 1, (r Ky +2(dy e+ c+dy ~yp) j 4t (2.53)
_ 2 _ 2 _
MZ—(dlxg +d2xg+d3X XP)(AXQ+BX)+(d1yg +d2yg+d3y ypj(Ang’By) (2.54)
_ 2 _ 2 _
Ms_[dlxg +d, ol xp)[dlyg Hy ity ypj (2.55)
. 1(2M,M K,N.
[ 13 3 i
612 = jl[—2+ K4M2]—2 dg (2.56)
— r r
. 1(2M,M K,N.
i 1°3_ 3 i
G21—_j1[r—2 K4M2J r2 dg (2.57)

3. INTEGRACION SIMBOLICA DE LAS MATRICES DE INFLUENCIA.

Considerando A, =s, —2s, +s, con se{x,y} y manipulando los resultados obtenidos al integrar las

matrices H y G con integracién gaussiana y Ne puntos de integracién, se logra una expresion cerrada que
representa los términos de estas matrices y esta dada por:

Q (%2) [ Pie ¢ oL Pro__¢ | Q=HO6G (3.1)
i = Wil T e ba o Moo bip | PATAR =HO :
=L (Au+By) (As-By)
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Donde:

A, =s-25,+s, B, = %(s3 -s;) (3.2)
1 1 1 1

dy = 551 —S; +ES31 dy = _Esl _Ess , Oy =S,, CONS=X0Y (3.3)

C,=AZ+Al , C,=2(AB,+AB,), C,=B.+B} (3.4)

M, = (dlxgz +d,,6+d;, _XP)(Ax€+ B, )_(d1y‘-32 +dzy§+d3y _yp)(Ay‘§+ By) (3:5)

(36)

- 2 _ 2 _
MZ—(dlxg +d2xg+d3X xP](AXg+BX)+(d1yg +d2yg+d3y yPJ(Ayg+By)

(4 2 _ 2 ~
My _(db(g +ly Gty xpj[dlyg rp crdy ypj
A, =0.25q, p +0.25(q, +4q,)p +0, ., B, =050,p; +d;p; (3.8)
q; :Ai +Ai' a, = X13Ax +VYi3 AY 1 O3 = X13z +y132 )

3.7)

(3.9)
d, =AXX2p +AYy2p v Os = X3 Xop Y13 Yop + U = sz2 +yzp2
1 siQ=G
M =
{2 siQ=H (3.10)
i 1 SiQ=H
o = 3.11
1 \/(qlpf +0.250,)+0,p, SiQ=6 (3.11)
A 1 SiQ=H
i2Q = . 3.12
| (o +0.250,)-q,p, SiQ=G (312

Con F

y pesos de integracion Gaussiana de orden N° x N°. Consideremos

y F,o son funciones que dependen de las coordenadas nodales. Ademas, p; y w; son los puntos

Qll Q12 Q13 Ql4 Q15 Q].G :|
Q:{ conQ=H,G 3.13
Qu Q Qo Qu Qs O 319

D.
My (X0 X510 X5, Y1, Y50 Ys ) = ———— F 3.14
1( 1 2 3 1 2 3) (Ail+Bi1)M 1Q ( )
Miz(X1'X2'X3’y1’yzvy3):AMFizo (3.15)
(Ail_Bil)

Para calcular Q;1, Qi3 ¥ Q5 se evalla la ecuacion (3.1) en las coordenadas nodales, digamos
P, =(a,,a,,a;,b,,b,,b;) con Fo=F, Yy Fy=F.. En este casos, se puede apreciar que las
expresiones M, (P,) y M, (P,) son iguales en el calculo de los tres términos, solo varian las constantes
L, y L,,. Estos valores son dados en las tablas 1, 2 y 3 segun sea el caso y permiten obtener Gi;, Gy,

Gis, Hip, Hiz y His de las matrices H y G simultaneamente.
Caso 1 Ne=4. Aca p;=0.3399810435, p,=0.8611363159, w;=0.6521451548, w,=0.3478548451
Tabla 1. Valores de las constantes Ly; y L, para N, =4 en la generacion de los términos

Términos Ly [ Ly Ly
Gi1, Gi2 Ga1, Gy,
Hus, Hio, Has, Hao 0.227784076 -0.112196968 0.801346035 -0.597902806
Gl31 G141 G231 G24
Hus, Hia, Has, Hag 0.884412890 0.884412890 0.258444245 0.258444245
Gle G161 G251 GZG
Has, Hig, Hos, Hog -0.112196966 0.227784076 -0.059790280 0.801346035
Caso2: Ne=6

p1 = 0.2386191860; p, = 0.6612093864; p; = 0.9324695142
w; = 0.4679139345; w, = 0.3607615730; w5 = 0.1713244923
Tabla 2. Valores de las constantes L; y Ly para N, =6 en la generacion de los términos

[ Términos | Ly | [ | Ly | Ly, | La; [
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Gy, Gy,
Ga1, G2
Hii, Hio,
Ha1, Hap

0.14777915

-0.0908400350

0.549203619

-0.112005766

0.900984454

-0.031485059

Gis, Gua,
Gas, G
His, Hig,
Haa, Hos

0.943060884

0.943060884

0.5628021473

0.5628021473

0.1305006051

0.1305006051

GlSu G161
GZS: GZ6
H15: HlG:
H25: H26

-0.0908400350

0.147779151

-0.112005766

0.549236195

-0.0314850596

0.9009844545

Caso 3

Ne=8

p: = 0.960289856; p, = 0.796666477; p; = 0.525532409; p, = 0.183434642
w;=0.101228536; w,=0.222381034; w;=0.313706645; w,=0.3626837833
Tabla 3. Valores de las constantes Ly; y L, para N, =8 en la generacion de los términos.

Término

Lll L12

LZl

L22

L31

L32

La

L42

Gllu GlZu
GZlu GZZ
Hllr Hle
H211 H22

0.9412232

-0.0190666

0.71567197

-0.8099450

0.40085836

-0.12467404

0.10854145

-0.0748931

GlSr Gl4r
GZSu GZ4
Hl3| Hl4|
H23| H24

0.07784339

0.07784339

0.36532252

0.36532252

0.72381568

0.72381568

0.96635173

0.96635173

GlSu Gl6u
GZS: G26
H151 H161
H251 H26

-0.0190666

0.94122323

-0.0809945

0.71567197

-0.1246740

0.40085836

-0.0748931

0.10854145

4, VALIDACION DE LOS RESULTADOS

4.1 Precision

Para analizar la precision de los resultados obtenidos con la metodologia semi-analitica en comparacion a
la numérica (gauss con 4, 6 y 8 puntos de integracién) se consideraron ejemplos numéricos con diferentes
ubicaciones del punto fuente. Los errores cometidos fueron calculados con la formula:

> (5o )
1]

i

L)

Donde: s : Términos de la matriz obtenida por integracion numérica con N puntos de integracion.

(4.1)

Error =

s; : Términos de la matriz obtenida por integracion simbolica.

En la Tabla 4 se muestran los resultados obtenidos al variar la distancia del punto fuente P al elemento de

contorno I.
Tabla 4. Exactitud de los resultados.

d(P,t¢) Error ( N=4) Error (N=6) Error (N=8)
0.5 0.194703 x10-7 0.158075x 10-7 0.188500x% 10-7
1.2 0.499418x 10-7 0.220665x 10-7 0.320000x 10-7
5 0.524022x 10-7 0.232560 x10-7 0.431750 x10-7

Como puede observarse los errores generados son pequefios, por lo que se pueden considerar
despreciables y concluir que tienen la misma precision.

4.2 Tiempos de Cpu
Los tiempos de CPU empleados por la subrutinas simbdlicas y numéricas (Gauss con 4, 6 y 8 puntos de

integracion), son dados en la tabla 5.
Tabla 5. Tiempos de CPU.
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subrutina No de Elementos Numérica (sec) Simbélica (sec) Ahorro (%)

10 0.0620 0.0150 75.8

Simbolica-1
Gauss de orden 100 0.6109 0.143 76.5
4 1000 6.090 135 77.8
10 0.078 0.031 60.2

Simbolica-2
Gauss de orden 100 0.776 0.302 61.0
6 1000 7.66 3.10 59.5
10 0.141 0.091 354

Simbolica-3
Gauss de orden 100 139 0.90 35.2
8 1000 13.87 9.01 35.0

5. CONCLUSIONES

Esta investigacién, permitié desarrollar una metodologia semi-analitica para la integracion de matrices de
elementos de contorno curvo de tres nodos, en problemas de elasticidad 2D, cuando el punto fuente no
pertenece al elemento. Los c6digos computacionales con la técnica desarrollada, logro reducir los tiempos
de computos empleados por las integraciones numérica Gaussiana de cuatro, seis y ocho puntos de
integracién, en un 76%, 61% y 35% respectivamente. Los resultados obtenidos mantuvieron la precision
de los resultados obtenidos por integracion Gaussiana, por lo cual se logré mejorar la eficiencia
computacional del MEC.
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REVISED: MAY, 2019
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