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ABSTRACT
In this paper we pretend to draw a panoramic view of the basic elements of ratio estimation. In it are presented approaches for
extending the classic estimator, generalizing and determining classes of ratio type estimators

KEYWORDS: ratio, extensions of classic ratio estimator, generalized ratio estimators, classes of ratio type estimators.
MSC: 62D05

RESUMEN
En este trabajo se intenta dar un panorama de los elementos bésicos de la estimacién usando razones. En él se presentan los
enfoques usados para extender el estimador clasico, generalizarle y de determinar clases de estimadores del tipo razon.

PALABRAS CLAVE: razén, extensiones del clasico estimador, estimador de tipo razén generalizado, clases de estimadores
del tipo razon.

1. UNA INTRODUCCION

El estimador de razon es muy popularmente utilizado en las aplicaciones de la estadistica. Naturalmente
aparecen como razones diversas tasas e indices. Tal es el caso en el desarrollo de encuestas para hacer
auditorias, en el estudio de areas pequefias, etc. Su uso puede trazarse en el trabajo de J. Graunt en 1662 y en
la encuesta desarrollada por el célebre matematico P.S. Laplace. Ambos usaron la razon entre el nimero de
habitantes y el de nacimientos vy, a la luz del desarrollo actual, la estimaron. Laplace lo aplicé en la famosa
encuesta para estimar la poblacién de Francia en 1820 en que introdujo el uso de la seleccion aleatoria. Vea
Cochran (1977). Una formulacion general de la estimacion de una razon es considerar que la variable de
interés Y se relaciona con una variable auxiliar X, cuyo valor es conocido para todo elemento de la poblacion,
mediante el modelo de regresion lineal simple: Y=A+BX+e. Si (a, b)" es el estimador minimo cuadratico de
(A, B) tenemos que b=n(n" ¥i-," Yi-a)/Y i-," X;bajo el supuesto de que Yi-," e; =0.

Por lo que si A=0 se tiene que b es la razon entre las medias muestrales de Y y X.
Al considerar que los errores no tienen la misma varianza se utiliza para estimar B la suma ponderada de los
errores

Yiet" Wi(Y; -bXi)?
determinando el estimador

bw = Ziet" Wi YiXi /2" WiXi2

Si V(€% )=X* o*

el peso adecuado es W; =X ;% por lo que para t=0,5 y se tiene que by es la razon entre los totales de Y y X.

El estudio de la estimacion basado en una razon utiliza el desarrollo de Series de Taylor como herramienta.
El marco de referencia parte de tener en cada individuo una medicion de dos variables (Y, X) € ]0,o0[? y el
interés de estudiar el desarrollo correspondiente de % :
En general lo que nos interesa es trabajar con una funcién g(Y,X).
Su desarrollo en Series de Taylor alrededor de i = (uy, ux) lo podemos escribir en general como
9, X) =g + gy (DY — py) + gx DX —py) + €
e esel resto de la serie.
Si usdramos un desarrollo de orden 1

Elg¥,X)] = g() + gy(WEY — py) + gy (WEX — py) + E(e )
pues
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E[gv,X)]=g(@) +E(e )
Como el orden se fija a partir de que se considera, desde el punto de vista del Analisis Numérico, que € = 0

, E[g(Y,X)] = g(iD)
Si se acepta que el orden es 2, lo mas comun en este contexto,

gV, X)=g@(D) + gi{(ﬁ)E(Y —uy) + gx(DEX — px)
+5 [9yy (DY — uy)? + g5 DX — ux)? + 295, (@D gy DY — )X — ) + ¢ |

Elg(¥,.X)]=g(D) + [gyy(u)E(Y 1y)? + gy DEX — ux)? + 293,95 (DEY — py) (X — )]

pues, como nuestra funcion es }

: 1 Hy
gy X Y)=—,9xX,Y) = ——
Ux ) X

S 1 L Ky L S
G ==, giD==  gy@Dgy(D)=—
Hx 125% ® ( )
. Var(X)u Cov(X,Y
Elg(¥,X)] = g(@) + —5— -
Hx Uy
Si consideramos que u; = E(Z),Z = X,Y este término es el sesgo aproximado. Nétese que si asumimos la

aproximacién de primer orden como aceptable, tendremos que la razon es aproximadamente insesgada.
Respecto a la varianza, en el caso de la aproximacién de primer orden

Var(g(¥,X)) = E[g(Y,X) — g(iD])* = E[gy (DY — uy) + gx (DX — w)]?

_Var(Y) N uiVar(X) 2Cov(X,Y)
Hx Hx Hy Ky
En el caso de usar la aproximacion de orden 2 todos los términos de orden t>2 tiene esperanza
aproximadamente cero por lo que, aungque
Var[g(Y,X)] = E[gy (WEY — puy) + gx (DEX — px)
1 = - - -
+ 7 [gi'/y(.“) Y- .“Y)Z + g}}x(/")(X - MX)Z + Zgi'(ll)g}((,“)(y —py)(X — HX)]]Z

la varianza aproximada de ambos modelos como solo tienen un valor diferente de cero las potencias de los

dos primeros términos coinciden. Esto es
Var(Y 2Var(X) 2Cov(X,Y 2Var(Y) Var(X) 2Cov(X,Y
Var(g(v, 1) = VYD Var() 2CovX,Y) _ g fVar(y) | var@n) 2Cov(x, V)

Ky

I 1 wely o MLy Hx Hx ty
. . ., .. .., JVvar(z)
usualmente se simplifica la notacién tomando los coeficientes de variacion C, = - ,Z=Y,Xy se

denota
Var(g(Y,X)) = Z Cy + CZ — 2pCxCy]

Al hacer estimaciones las varianzas y covarianzas tomaran las expresiones correspondientes.

3
Z 04(2,2,,Z,) + 0 (n‘i),q =t5Q0=TS ¢=16
@i,j.k)ect
Asumiendo la nulidad, al menos asintética (cs) de

Elp:1(Z)] = E[92(Z)] = El93(Z,Z))|Z:] =% E|04(Z:. 2}, Z,)| 20, 2] =*
yque E[|t,(Z)I® +16,(Z)IP] < 0
Notese que en el caso de la aproximacion de orden 2 al considerar el error cuadratico media se debe afiadirle
el sesgo a cuadrado.
Una representacién mas general se puede obtener usando las ideas que sostienen el uso de los estadisticos del
tipo U.
Considere que se trabaja con funcionales evaluados en una sucesion de variables aleatorias independientes
con la misma distribucién y tomemos q,, y Qn,q = t,s; Q = T, S. El parametro Q es estimado por ¢ con un
sesgo ¢, y lo podemos representar por
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00 1% 1 v 1 1
=G+ A I+ — ) )+ ) esFZ) =
i=1 i=1 @i.pHect
4+
Eloa@1* + 032 2|7 + |0a(2:,2;,2,)| "] < o0
es posible garantizar , bajo una serie de condiciones suaves (ver Maesono, 2005 ) que la razén es
asintdticamente un estadistico U.
t 3
—=U,+o (n_?>

n

por tanto su estudio se puede llevar a cabo en el marco de la estadistica funcional.

En esta monografia veremos que existen clases de estimadores suficientemente amplias como para que
diferentes estimadores de razon desarrollados en la literatura pertenezcan a ella como casos particulares. Esto
permite un estudio unificado de ellos.

4+¢

2. EL ESTIMADOR CLASICO

Tomemosa U = (Ul,UZ,...U N ) como una poblacioén finita y que su tamafio es |U| = N

Para cada U, ,(I =12,..,N ) se tienen un par de variables: X, es una auxiliar correlacionada con Y, la
de interés. En la poblacion tenemos las medias de ellas y su razon:

1N 1N Y
Y=V, X==>%,R==.
NiZ™ NiZ " X

Asi como sus varianzas Y la covarianza

57 =y 7Y 87 = g2 K) Spe= S -6 )

N-1i3 N-1i3 N—-1ic
El coeficiente de correlacion es p,, = p = :ys"
Yox
También son de interés los coeficientes de variacion
C —Syc > g Sw_ c,C
Y TR S BT T
Si se selecciona una muestra aleatoria s c U, |s| = n si se hace y (yi 1 X ) ,i =1,2,...,N son observados el

estimador del total d e Y es

x| <l
x|

Yr =

_ 1 . va
donde 7= ;Z?zl z;, z = x,y. Para ello debe ser conocida X .

El estudio de este estimador parte del desarrollo en Series de Taylor de este y considerar que es valido tomar
O(1/n). Para ello un método es considerar quele;| < 1 y que podemos escribir ahora

Y=Y (l+g), X = )?(1+el)’E(e0): E(e)=0
V(e)=6C2, V(g)=6C2, COV(ese,)=0C,,

Entonces el sesgo (B) y el error cuadratico medio (MSE) son aproximados por

B(Vr) =06V (CZ-Cy) MSE(VR):WZ(C§+CX2—zcyx)ﬂ:(l—ij.

W n N

Un resultado bésico es que VR es mas eficiente que Y si K = pz—y > %
X
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Si el orden aproximacién fuere O(n) se tiene que al definir
EG-D'E-O"

" TTEGE@”
_ ~-N-n1l N-nl
B(Yr) =Y mﬁ(coz Ci)+Y . [A (C1—Cp3) +B— 2 (Co4 -Cj3)+3D— 2 (Coz Cozcn)}
_ N-n1l 2
MSE(¥g)=Y" {(Czo Coz _2C11)+HA(2C12 —C21_C03)}
N-nl
+Y? N_ 2 { B(Cos +Cpp —2Cy3) + D(CzoCoz + 2C11 6C1Co2 +3Coz)}

Si ambas variables fueran normales
MSE (yg) = YZCO{Z(l )+C02(12—18p+6p2)}
n

A lo largo de los afios de han propuesto varias modificaciones del llamado estimador de razén clasico. Entre
ellos podemos sefialar Murthy (1967), Cochran (1977), Presad (1989), Sen (1993), Singh-Tailor (2003, 2005),
Singh et al. (2004), Kadilar-Cingi (2004, 2006), Koyuncu-Kadilar (2009), Alomari et al. (2009), Yan -Tian
(2010) , entre otros. Estos toman una forma del tipo

~ Y+B(px—%) 0.
HSRS:T_'_XV)(QMX +v) B = xy/ayg

Por ejemplo una extension fue propuesta por Sisodid-Dwivedi (1981) al suponer conocido el coeficiente de
variacion C, de la variable auxiliar X. El estimador desarrollado fue:

_ (X +C,
Ysp =Y i+C,

Tomando a, = % el sesgo y el MSE aproximados obtenidos son
X

_ Ha,
B(ySD) = 7 (Ralsyg - Syx)
MSE (¥sp) = 0(S2 + a,S2 — 2a,S,,)
Bahl- Tuteja(1991) propusieron por su parte el estimador

_ _ X -X
Yerr = yexp( NG 7)

Este es mas eficiente que 7 si <K<- |) Por su parte Upadhyaya et al. (2011) derivaron que si el orden

de convergencia es O(n®) tambien es mas eficiente que yR bajo la normalidad conjunta de (y, x ), los

- o . 3
coeficientes de variacion son igualesy 0 < p < "
Incluyendo los términos de orden 4 en la aproximacion se tiene que

- s 3 13 73 3
YBTR—Y:Y(eo—iJr— R e i 0291

——e
2 871 4871 384 e ofl)

31
egelz - —90913)

_ _ 5 79
Varr —Y)2=Y2(ef +Le? —eje, +—ee? el +—
(Yerr —Y) (€ AR &8 el 19 o4

2

por lo que

—N—n1{3

1
B(V, =Y 1 (=Cq, — =
(Ye1R) N_1n|'g 2C11):|
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~N-nl1| A3 13 B 73 13
H A, )+ S Cu - o)

N-1n 8 48
D 73 13
+ 5 (552~ 1 CorCu) |
128 16
MSE (Ygrr) = E(Yarr —Y)* =Y *E(e5 +lel —€8y)
3 3 2N nl
+Y?2 E( &8l — eoel—g +1st91 +efef —*9091) =Y N (CzoJr Coz C11)+ A( Cio—Cy - Cos)
+
1_,79 31 1 31 79
75(@%44'(:22— ﬂQs)*‘FD(czoCoz‘FZCﬁ 8C11C02 64 Coz) ]
si trabajamos con una distribucién normal bivariante
MSE(Tore) =¥* 2| G- )+ 2. (222427
Note que

__13C,
MSE (5g) — MSE (Jsor) = 672 ( 402 - CM)

3. ALGUNAS CLASES DE ESTIMADORES DEL TIPO RAZON

Una de las primeras clases del tipo exponencial fue la que propuso Srivastava (1967). Digamos que esta es
_ _(X\%
$={pn=5() laen |

Un caso particular es el estimador

1
_ _(X\?
Ysor = )’<§>

debido a Swain (2014) cuya expansion hasta el grado cuarto de €y y € es

_ S 1 3215310541 3 , 15 o
=Y +Y(e——€ +—-6 —— —e —— +—€,6f ——€
Ysor (& 231 g1 48 38461 €061 3 061 48 0€1)
por lo que
(Ysr —Y)*=Y?[ (e + el—eoel) egef +> €0t —e5er — el—fel 19261 ]
obteniendo para el sesgo la aprOX|maC|on
_ _ 1 3_, 5, 15_ 5 105
B =Y| E(e,)—=E(g)+=E -—E +—E
(Ysor) =Y [ E(&p) ,E@)+ B~ JEE@)+ o) (e

1 3 15
5 E(eo8) + 8 E(eer) - 8 E(ee€?) ]

y para el MSE

MSE (Ysqr) = E(ySQR_Y) = [E(e0)+ Eer) - E(eoel)}
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V7 B+ Seed - ECefe) - SoEleel) - SEE) o ECE)
Tomemos
E(y —V)'@x-X)"

Cru = Vtxu

En este caso se necesita el calculo de
E(ed) = N-n| N?+N -6nN +6n? o, SN(N-n-D(n-1) .,
3 I (N=D(N=2)(N=3) ™ (N-1(N-2)(N-3) *

3y N—n| N?+N-6nN +6n? 3N(N —n-1)(n-1)
=) =" {(N “DN-2)(N-3) B (N-D(N-2)(N -3 C“COZ}

2 2v N—=n| N?+N—6nN +6n N(N-n-1)(n-1)
Hle)= {(N DN-2(N-3) 2 (N-DN-2N-3 °2+ZC“}

N —n)(N -2n
Ee) = ( X )2 Cos
(N =1)(N =2)n
N —n)(N —2n) 2 (N —=n)(N —2n)
CY) (N—1)(N —2)n? 12 (€p€1) (N—1)(N —2)n? 21
Entonces se deriva que bajo esta convergencia
N 1
B(Vsor) = 2Cyp—=C
(Ysor) N “1n {( 0275 11)}
N-nl 15 B 105 15
+Y =
N —1 n{ (-C 12 — 48 03) 2 (384 04— 48 13)
3D 105 15
2 (384 02~ 48 C11Co2) ]
_ N-nl 1 1.5 3
MSE (Ysqr) =Y? Noin [(Czo Zcoz _C11)+HA(ZC12 —C21_§C03)}
N-nl|1 87 33 87
+Y? N_1 n{_z 8(192 Cos +Cp0— C13) D(Czocoz 2(3121_§C11002 aCoz)}
Tomando
N —2n B_N2+N—6nN+6n2 5 N(N-n-1)(n-1)
N-2 (N =2)(N -3) ’ (N —2)(N -3)

Si asumimos la normalidad de X y Y el MSE se transforma en

C Cyp 151 33
MSE(Y, y2=2 —2 Zp+2p?
(Jsar) =V | € )+ 2 (52
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Asi que :

1. Enel caso O(n™)

YBTR ¥ Ysor
e Tienen la misma eficiencia
e Son mas eficientes que y; Si a3kt
Coz 4 4
e Maéseficientesquey siK > i
e Méseficientesqueyg, vy ¥y  Si % <K> %
e Tienen el mismo sesgo que y Si Z <KoK< %

2. Enel caso O(n®) para N grande se obtiene otro panorama. De la comparacién de los MSE's se tiene la
siguiente expresion:

_ _ Y2 (Cop?
MSE(J’SQR) — MSE (Yprr) = W(T - C11C02>
Se tiene que ysor €S mas eficiente que yprp Si C"2—22 —C11Co <0, C11Cop > 20 p> i Y Cyo = Cos
Bajo la normalidad si C,y = Cy;
v v)=1v2 3, Cp, 625 113 2
MSE (Jgra) ~MSE(Vr) ==Y 2Cp| (p—2) —~2 (22 - =22 5 14
BTR RIZ w| (P 4) n(64 8p P°)
3, Cy 617 111 2
——(——pt4
Cod P

1
MSE (Verr) ~MSE (V)= =Y 2C _3s
(Ysar) (Yr) - 02|:(,0 4) 3 Yo

Deser p < % , son negativas las diferencias  MSE(Ygrr) — MSE(YR) v

MSE(VSQR) - MSE(VR) . Entonces bajo el orden O(l/ n2) una condicion de suficiencia para

que YpTR VY VSQR sean més eficientes que Yg esque 0 < p < %
Ademas

. VSQR es mas eficiente que VBTR Si 12 <p

fvi .. v Vi -1 3
o ySQR esmas eficienteque Ygtr Y YR Si S<p<;

Swain (2014) elabor6 una tabla para evaluar la preferencia de estos estimadores

Tabla- Comparacion de Estimadores de tipo razon
Ysor Preferir el estimador

0<p<1/4 Y
1/4<p<1/2 | Yssr
1/2<p<3/4 | Yser

3/4<p<1 Yr
Vishwakarma et al. (2011) revisitaron la propuesta de Bahl-Tuteja (1991) y les denot6
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X —X _ X—X
cos{ ) cerm(iE

Su propuesta fue usar las funciones lineales de estos estimadores y la media muestral

t,=ay+(1-a),

s =LY +(1-P,
como es usual a y B son constantes a determinar. La minimizacion de los MSE’s prima en su blsqueda .
Notese que podemos determinar la existencia de una clase de estimadores del tipo razon que depende de estas
constantes.

G={t MNY=aBIdeR }
Tenemos en esta clase a

y=t(1l¥ =a,p)

Los estimadores de Bahl.Tuteja (1991), estan dados por fijar t; = t(0[d =a) yt, = t(0]9 =B)
Como

y=Y(l+e,), Xx=X(1+e)

t, — & _ —e1 el +a i—§e12+eoel
2 2 8 2

para O(n™)
3 kyy

B(ts) = 07C2[(1 - ) (=) B(t) = 07CZ [(1 = B) (22— ))| kye = p 2

y respecto a los MSE’s se derivaron

_ c2

MSE(ts) = 7% |} + (1 = ) = pCy C; (1 - @)
_ c2

MSE(ty) = 67* |} + (1= B)* = pCy C; (1 - @)

La minimizacion de los MSE’s es obtenida igualmente al resolver las ecuaciones respectivas

8 0 _
2 MSE(t,) =0, — MSE(t,) =
oa (t;) aﬂ 4
que llevan a que los valores 6ptimos de los parametros sean
o =1-2%, B =1+,
Al utilizar los valores 6ptimos tenemos como expresion particular de los estimadores
t; = (1- 2K, )Y+ 2K, b, ty = (1+2K, )7 - 2K, 1,
Estos son equivalentes pues
MSE (t3)min = MSE (t)min = 6Y*[C5 (1 = p?)]

Al comparar estos estimadores con los restantes se tiene que

MSE(L) <V(T) , g >1- 4k
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o MSE(t,) <V(Y) ﬂ>1+4kyX
MSE(t;) < MSE(Yz) ., , < 3- 4K,

« MSE(t)<MSE(Y:) s f<3+4k,
MSE(t,) < MSE(t,) . , < 2-4k,,

. MSE(t,) < MSE(t,) 5 f< 2+4kyx

Swain (2012) propuso la clase generalizada de estimadores del tipo razon

- y[a[éjg +<1—a>(§jhr

En ella deben ser determinadas las constantes ¢ € R,{)a, 3,6, h, g.
Usando la aproximacion debida tenemos que

t, :\7{1+ s{h-a(g +h)}el+5{h( h2—1) +(g(92+1) - h(hz_l)jef}+—5(52_l)

{h—a(g+h)l*e? +eo+5{h—a(g+h)}eoe1}

Su sesgo y MSE son aproximadamente

B(ty)= W{é{h—a(g +hiC,, +5{h( hz‘l) +a(9(9 +1) _ h(h_l)j}Cf

2 2
5(5-1)
2

+

{h—a(g+h)}2Cf}

MSE(t, )=6Y 2| C2+52{h—a(g+h)’C2+25{h—a(g+h)!C,,
g y+04 } { }Cy

El Minimo el MSE es obtenido cuando usamos
K + 6h

Al usarle obtenemos que
MSE (tg)ope = 0Y*C5(1 — p?)

_ §—1)K?
B(t,)  =0YC? —K2+§(h(h—1)+(1(+5h)(g—h+ 1))+( )
opt 2 28
_ . _ _ _ X _ _ X —X
Swain( 2014 ) derivé aceptando que, bajo O(L/N), Vsor = Y(—=) Y Yewr=Y exp()z —)
X + X

poseen el mismo sesgo y que son eficientes en el mismo rango
Swain(2013) desarroll6 lo que denomind clases generalizadas del tipo razén. La llamada exponencial del
tipo razon fue

< s
Ysw = Vea(xxj

a es también un constante a determinar por el muestrista y se obtuvo que
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2
_ — _ -
B(Yow) =7 (©-CF ~aCyx) MSE(Yaw) =6¥ > (Cf +°Cf ~2aCyx)
Asi se tiene de este estudio que:

e VY& Y Yq aparecen como equivalentes en términos de eficiencia.

2a+1
.
ST — — 1
e De usarse el valor optimo de a, Yz posee menor sesgo que Y, cuandoK > B

o s posee menor sesgo que Yow cuando K >

Una clase mas amplia fue propuesta por Swain (2014) donde la clase es caracterizada por la estructura ya
propuesta

= _ _ N0

XX X—X j

tg =y aeg(xj +(l—a)eh( X

a,g ,h y & siguen definidas como anteriormente. Este consideré que fijando . g ,h and O se puede

minimizar el MSE respecto a la constante.
Vease que la expansién de este estimador en Series de Taylor es

- g2 h%} ’
ty =Y (1+¢) a(l—gel+7ef+...}+(1—a)(l+ hel+71+..}

_ h2 gz_hz )
=Y|1+5{h—a(g+h)le+5 ?H{TJ &

@{h—a(g + h)}2 ef +ey+5{h—a(g+ h)}eoel}
resultando que el sesgo es aproximadamente

B(ty) =0V [s{h-a(g+h)}C,
2 2 2 _
+5 %+o{%} Cf+@{h—a(g+h)}ch}

y el MSE esta dado aproximadamente por
MSE (t; ) = 9\72[03 +8%(h—a(g+h)*C2+25{h-a(g +h)}cyx}

cuyo minimo se obtiene para

+

S K +doh
% 5(g+h)

Siendo el minimo del MSE:
MSE (t; )
opt
Este es igual el del estimador de regresion lineal
Yir =y +b(X -X)

Como se sabe b es el coeficiente de regresion muestral.
El sesgo obtenido es

=ov°Ci(1-p%)
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6 — DK?
26

Swain (2014) presenta una caracterizacidon de varios estimadores de tipo razén que pertenecen a la clase
propuesta y ahi su estudio numérico de las clases. En la tabla siguiente .

B(t;) =6YC:|-K?+ l(K(g — h) + 6gh)? +
9/ opt x 2

Tabla Comparacion desarrollada por Swain sin considera el factor oY

K+1| K+1 5. 2 1.
1 1 |11 -K°)C; | (K“==)C
5 ( 5 )Cy | 2) X
2 |1 |o|1]|Kke1 | —K2C? —K(K+%)Cf
3. |1 1|0k K(1-K)C2 —K(K—%)Cf
PR I P P (K_l)Cf —le
2 2 2
5. |-10l1]1-K |o —ECE
2
6. |-1|1/0[-K |-KC2 ng

4. RAZONES Y SU DUAL

Al definirse un estimador del tipo razon podemos considerar este como un “primal” e igual que en la
Programacién Matematica en ocasiones es preferible trabajar con su dual.
Como tenemos toda la informacion sobre la variable auxiliar , consideremos que esta es positiva tomando
€Omo su minimo y su maximo a X, y Xyu Entonces podemos definir las variables transformadas
Xi+Xm
V,=———€1]0,1]
Xu +Xm
X+ Xy
T Xy + X
Note que V(C)<Max( C)-Min( C)=1, C=V, W . En nuestro caso Spy, = pyy = Pw,y-
Mohanty-Sahoo (1995) propusieron como estimadores a
_ y 5 Vift=1 . zZ
Vr(mst) :izl = {W ift= Z!Zest :Z?=1;L
Srivenkataramana (1980) por su parte propuso como dual del cléasico estimador de razén a
- = NZ__nZ_est Z—X
yS - y (N _ n)Z_ ) -
Bouza (2013) propuso la clase de estimadores de razén a:

€ [1,2]

_ Y +a
F*=1Yy, = ~ (
BZest+ﬂy

BY +1),6=(a,B,A) € AxBxL

siendo

362



A:{O, b(X - Xx), ax}:{al,az,as}
B:{l! B, (X), C, p}z{Bl'BZ’BS'B4}

X

L:{Q P B, (%), Cx}:{ﬂi’lzi/%sjﬂ}
posteriormente propuso otra clase de estimadores del tipo razén
Foly, = =% ()9 (a,B A) e AxBxL 2.2)
BZ et

A, estimaa A. Se deriva la pertenencia a ella de diversos estimadores. Por ejemplo clasicos esta dado por
usar Z=X a, 6=(0,1,0)=(o; ,B1 ,A1 ) pues

_ _ 9 _
Ye =Yoo = ~ Z, Z=X
Z est
A ella también pertenece el estimador de Mohanty-Sahoo (1995) pues si 8 = (0,1,2)
_ y - Vift=1
Yr(MSt)ZZZ; ZZ{W ift=2
Usando el desarrollo en Series de Taylor se deriva la aproximacion del MSE pero

o, +Rjo7w(w—2)

M (¥o12) - :
para y,
w=1
9y
= pa =l
7

En Bouza (2013), al anlizar F*, se obtuvo que

2 2 2
oy, +R;0;,-2p, R,0,0,

M (9(0,1,2) = n

Haciendo Z=X, se tiene la pertenencia a la clase del el estimado[dual ge Sri_venkataramana (1980)
y o =y, = y ((NX - nXest)Xest>
NX—nXes)Xest\ — Vs = 5 -
(0,1 %) S XKoo (N —n)X
La propuesta de Jhajj et al. (2006) determina subclase de F determinada por

_ > Y Vift=1
_ _ - Y (NZ B nZest)Zest 7=1lw f t=2
(V7 s s = Yot = 3 N —-nZ Z={Wift=

y
( N-m)Z Zest Xift=3

0,1,

El sesgo y la varianza de esta clase es aproximada por

_ ~ zc,
y(o,1_(NZ_Lesg)Zest)t = _sz.yCy a+—Z_ ,

(N-n)Z

B
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Vift=1 X, ifZ=V
Z={Wift=2,a={XyifZ=2

Xift=3 0ifZz=X
72 n 2/ 72C2? n ZC,C
vy s N7 =— |c2+ Z_=2p,, (—) == )
St | 5 (6 G (575) 200 22 (057
Vift=1 X, if 7=V
Z=AWift=2,a={XyifZ=2
Xift=3 0ifZz=X

entonces el MSE es aproximado por

M =V +B

2
V(o2 MEmEs Best)e | T 7| (00 M et y(o‘1‘7<”i,‘v’iie;f“f>fl

se desarrolla una comparacion entre las clases y sus duales para determinar en que caso es mejor trabajar con
el estimador o su dual.. Bouza determin6 que era preferible los miembros de la clase tales que

(0,1,%‘;5;&“) a su dual evaluando

D =
M[01,Z] - M [7 (0,1,7“7‘"%55)@“)4:<_ 2p 2y9yO Rz + (ﬁ) (aiz‘ >> + ot (R% B (NnTn) (ﬁ)) B

N-nZ
2
Oz
o2y (25))

Entonces es mejor usar W cuando la variable auxiliar tiene un valor alto de Xy, pues

[ n Y Y
2 _ v _
D<R; pz"gy<2RZ+(a+Z‘ )2>+(N—n)a+Z (1 (a+2) )<0

5. CLASES DE ESTIMADORES GENERALIZADOS DE RAZON.

La literatura es plagada de papers donde se habla del desarrollo de un clase de estimadores generalizados de
razdn. Cada autor al hacer una generalizacion utiliza frases similares. Esto crea a veces confusion al pensarse
que todos hacen lo mismo. Hay muchas formas de hacer una generalizacién. Lo que en general se hace es
fijar una clase dependiente de pardmetros a fijar. Tal es el caso de

F=1y, :W(B)_H/lj;@:(a,B,/l)T e AxBxL

B)_(est+i

donde Zest , Z=X, Y, es la media muestral. Los parametros que la caracterizan son tales que

A={O, b(X —x), JX}={CZ1,0£2,6¥3}

B={, B0, C, pi={B,B,B;B,}.
L={O, P B, (x), Cx}z{ﬂfu’%z’is-/h}

Tomando
. b:sxylsx2 como el coeficiente de regresion lineal simple muestral,
e B,(x) como el coeficiente de curtosis de la distribucion de X,
e C,como el coeficiente de variacién de X
e pcomo el coeficiente de correlacion lineal entre Xy Y.
A esta clase pertenece el estimador clasico en el que 6=(0,1,0)=(a; ,B; ,A1 ) pues
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b4

9r = 9(0,1,0) :¥

x

El error cuadratico medio de la subclase de F a la que pertenece este es caracterizado por
2 2 __2
oy, +R o, W(w—2y)

M (yrazn) - n
En el caso del estimador clasico
w=1

%y

C —
Y, Y

V= pr P c

X

y se deduce con facilidad que
- 0'5 +R%c? - 2pRo 0,
M(y,) =
n
Singh-Taylor (2003) desarrollaron un estimador alternativo que utilizaba informacion poblacional sobre el
coeficiente de correlacion p. Este es de la misma familia pues al fijar que 6=(0, 1, p), se obtiene:

ngT = _7y (X+ p)
X+ p
Su error esta dado por
2
X Y po,o
. 0§+R20X2 7_X —ZQ
y v X X+p X+p
M(yST): Yiazon W= —, 7:2pr/CX = N

X+ p
La comparacién de los errores permite hacer una ordenacién. Asi evaluamos cuando

M(y,)—M (Y ) <0 Una condicion suficiente es que p<Ro, (W+1)/a,
Los estimadores de Kadilar-Cingi {Kadilar-Cingi , 2003, 2004 y 2005} son clasificables en F al denotarles

en funcion de 0 mediante y (6,) donde

01=(02, B1, A1)
0, =(02, B1, Ag)
03 =(012, B1, Ag)
0, =(02, B2, A1)
05 =(0t2 , B3, 1a)
06 =(a2, B1, Ay)
07 =(a2, B3 1y)
98 :(0(2 y B4 ,)\.4)
99 :(0(2 y Bg ,)\.2)
010 :(Otz ) B4, }\43)

En forma explicita estos estdn dados por
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y0) = YN g g,y = YRR (g4, ()
X X+ B, (x)
J0) =YX ey )= I (x4 )
%+, XB,()+C,

J)= PN e sy, v =L (x4 )
)_(CX+BZ(X) )_(er

J0) =Y xc Ly @)=Y N 5 e
XC, +p Xxp+C,

- y+b(X-x) o - y+b(X-x) -
30 = Y2EN (xB,004 00 900 = LX) (45 4B, 0)
xB,(X)+ p Xp+B,(x)
Asi que ellos determinan una subclase en la que el error es:

R?(0)0? + 0t (L~ p°)

M (y(6,)) = . t=1..10
n
Las razones indexadas por 6 llevan a que:
Y Y Y YB
R(el)szf’ R(92)=_7, R(93)= - , R(94):_¢
X X+ B,(X) X+C, X B,(x)+C,
YC Y YC Y
R(4,) =", R(@G):f, R(97):77X1 R(98)277p
XC, +B,(x) X+ p XC,+p X C,
Ry = 2 Ry = B
XB,(X)+p XB,(X)+p

Por lo que se prefieren los estimadores de la subclase Kadilar-Cingi cuando
2 20,2

o?(R?w? —R(6,))
o, (Gy + 20, )

El valor absoluto del término de la derecha es con mucha frecuencia mayor que 1 . Respecto a la clase
preferimos los estimadores anteriores cuando

_oiR*0)-R?)
o, (Gy + ZRO'X)

con lo que podriamos hacer una valoracién similar.
En el volumen creciente de papers en este tema se enmarca la mayor parte de las investigaciones actuales.
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