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ABSTRACT
In this paper the existence of a periodic solution to the stochastic equation of prey-predator model

under the conditions giving possibility to a period of passive life is proved (as hibernation). The
proof is based on the particular construction of a Khas’minskii function.
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RESUMEN
En este articulo se demuestra la existencia de una solucién peridédica de la ecuacion estocastica

del modelo de presa-depredador bajo condiciones que permiten un periodo de vida pasiva (como
hibernacién). La demostracién se basa en la construccién particular de la funcién de Khas’minskii.
PALABRAS CLAVE: ecuacion estocéstica del modelo de presa-depredador, solucién periédica,

hibernacién, funcién de Khas'minskii.

1. INTRODUCCION

Entre los modelos matemaéticos de la dindmica de poblaciones, la ecuacién de Lotka-Volterra que
modela la asociacién de depredadores y presas, desde el célebre libro [15] de Volterra, interesaba a més
investigadores. En efecto, en la naturaleza a menudo encontramos fenémenos de asociaciones entre
especies animales o vegetales de tipo presa-depredador, que tienen aspectos interesantes. Citamos
un ejemplo particularmente interesante: caso de “boufaroua” y mariquitas. La “boufaroua” es una
especie de dcaro que se alimenta de frutas de datil, mientras que la mariquita negra se alimenta de
la primera y, como resultado, limita la poblaciéon de la primera. El ciclo de vida de estas especies
también esta ritmado por las estaciones, ambas pasando un periodo de casi hibernacién. La asociacién
de boufaroua y mariquita negra ha llamado la atencién especialmente entre los investigadores de los

paises productores de détiles (para més detalles, véanse [1, 12, 13, 7]).
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La versién estocdstica de la ecuacién de presa-depredador también fue analizada: en [3] los autores
demostraron la existencia y la unicidad de la solucién, mientras que en [11] Rudnicki demostré la
existencia y la unicidad de la medida invariante para esta ecuacién estocastica. El resultado de
la existencia de Rudnicki fue generalizado igualmente en el caso en que se considera la difusion de
poblaciones en un territorio ([5]). La demostracién de la existencia de medida invariante se basa en
el teorema de Khas'minskii (véase [6]). En la misma orientacién de ideas, Khas’minskii demuestra
también la existencia de una solucién periédica para las ecuaciones estocasticas.

Sin embargo, en el caso en que haya un periodo de vida pasiva como en el caso de boufaroua y
mariquitas citado arriba, es decir un perfodo en que el indice de crecimiento demogréfico natural (sin
depredador) se vuelve negativo incluso para la poblacién de presa, no podemos aplicar directamente el
resultado de Khas’minskii. El propdsito del presente trabajo es demostrar la existencia de una solucién
periddica de la ecuacién estocéstica del modelo de presa-depredador en condiciones que pueden admitir
un periodo pasivo como un estado de casi hibernacién. Para esto, utilizamos parcialmente la idea que
propusimos en [9] (véase también [8]) para modelar la hibernacién.

Para las generalidades de las ecuaciones estocésticas nos referimos a [2, 4, 10].

2. FORMULACION DEL PROBLEMA

Ante todo, recordemos el sistema de ecuaciones estocdsticas habituales del modelo de presa-depredador

con los coeficientes dependientes de ¢, que tiene la forma

dX (t)
dy' ()

[a(t) = BOY () — u(t) X ()X ()dt + X () o(t)dW,

[—y(@) +0()X () —v@)Y (@)Y (t)dt + Y (t)o(t)dW, ®1)

donde

o(t) = (eo(t), 1(£),0),  o(t) = (00(t),0,02(t)),  W(t) = (Wo(t), Wi(t), Wa(t)).

Aqui W(t) = (Wo(t), Wi(t), Wa(t)) se debe considerar como movimiento browniano con valores en
R3; Wy (t) representarfa la perturbacién de las condiciones ambientales generales que afectan a ambas
especies, mientras que Wi(t) y Wa(t) representarian las partes de perturbaciones ambientales que
afectan independientemente a la poblacién X (¢) y la poblacién Y (¢) respectivamente.

Si ponemos
(t) =log X(t),  n(t) =logY(t), (2.2)
las ecuaciones (2.1) se convierten en

481 = a(t) — BB — )< — LAy, 4oy

() _ ao(t)? + oa(t)?
2

Ahora especifiquemos las condiciones para los coeficientes que aparecen en las ecuaciones (2.3).

(2.3)

dn(t) = [=y(t) + 0(t)es® — u(t) Jdt + o (t)dW.

Suponemos que

I al), B(), v(-), 6(+), u(-), v(+), 00(+), 01(+), o0(+), o2(+) son funciones medibles periddicas de periodo
T y acotadas;
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[II] se verifican

0<1t<T ( ) fp > ’ 0<1t<T ( ) s > ’
f = i f t) = v 5

[ITT] se verifica

f/ );Ql()}dt5c1>0;

[IV] se verifica
v(t) a(t)

_ f £ 2
“ 0<§51<T B(t) sesa <Htl<T t)’

f/ o(t)? ;FUz( V}dt.

La condicién [ITI] significa que el indice de crecimiento demografico natural a(t) puede ser negativo

donde

en un periodo, como en el periodo de casi hibernacién, a condicién de que el promedio de «(t) —
M en el intervalo [0, T sea estrictamente positivo.

Por lo que concierne la condicién [IV], para el modelo de presa-depredador, generalmente consideramos
el caso ¢ > 0. Pero el resultado puede generalizarse al caso c; < 0. La relacién co < 0 corresponderia
al caso en que los depredadores tuvieran otras fuentes de alimentacién y su indice de crecimiento

demogréafico fuera positivo en promedio incluso cuando la presa representada por X estd ausente.

3. RESULTADO PRINCIPAL

El resultado principal de este trabajo es el siguiente:

TEOREMA A. Si se cumplen las condiciones [I], [II], [III], [IV], el sistema de ecuaciones (2.3) admite

una solucion periddica (€,n).

Es claro que, si (£, 7) es una solucién periédica (£,7) del sistema de ecuaciones (2.3), poniendo X = ef

y Y = e", obtendremos una solucién periédica (X,Y") del sistema de ecuaciones (2.1) y tendremos
X>0, Y>0 c.s.,

como el significado de una poblacién exige.

Para demostrar el teorema, utilizaremos la transformacién de las ecuaciones (2.3). En efecto, si

ponemos

Q)= [ [o—a() - 2O L0, (31)
0

Qa(t) = /t [—ea+(#) + w}dtl’ (3.2)
0

O(t) =) + @), () =n(t) + Qa(1), (3.3)
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tendremos
dQq(t)
dt

Por lo tanto, de la primera ecuacién de (2.3) deducimos

dO(t) = dé(t) +

o0(t)* + Ql(t)z)}dt_

dt = d&(t) + [cl — (a(t) — 5

d9(t) = [er — B()e"™ — pu(t)eEDdt 4 o(t)dW. (3.4)
De manera analoga obtenemos
dC(t) = [—ea + 6(1)ef® — u()e"D]dt + o (t)dW. (3.5)
Dado que
§=1-0Q, n=¢—Qo,

podemos reescribir las ecuaciones (3.4)—(3.5) en la forma
d9(t) = [e1 — B(t)e= 92D eS® — (1) @O D] ar 4+ o(t)dW, (3.6)

d¢(t) = [—co + 6(t)e= QWO _ p(1)e= Q2SO dt 4 o (t)dW. (3.7)

Vamos a demostrar el teorema A, utilizando las ecuaciones (3.6)—(3.7).

4. DEMOSTRACION DEL TEOREMA

DEMOSTRACION DEL TEOREMA A. Vamos a demostrar el teorema, aplicando el teorema de Khas minskii.
Para esto es esencial construir una funcién que verifique las condiciones del teorema de Khas’minskii
(la lamamos “funcién de Khas'minskii”). La idea esencial de una funcién de Khas'minskii para el
sistema de ecuaciones estocdsticas del modelo de presa-depredador fue dada en [11]. Pero para mostrar
de manera clara la posibilidad de construir una funcién de Khas’minskii, vamos a ilustrar de manera
explicita y detallada la posibilidad de su construccién.
Para construir una funcién de Khas’minskii para el sistema de ecuaciones (3.6)—(3.7) (o para un
sistema equivalente), ante todo, por la conveniencia del cdlculo, introducimos dos niimeros 9 y Z*
definidos por

9" =log max(ca, 1) — log(inf 8(t)) + log 2 4 sup Q1 (),

¢ =loge; — log(sup B(t)) — log 2 + inf Qo (),
es decir, dos numeros 9 y Z* tales que
2max(cg,1) = infd(t)e” sup Q1(1) " 0—21 = sup B(t)e” ! Q1)< (4.1)

Aqui, asi como en lo sucesivo (donde no hay riesgo de equivoco), para no pesar la notacién, simplemente
escribimos inf y sup en lugar de info<;<7 et supg<,<rp-
Ponemos también

r=9-10, y=C—C.

Con estas notaciones las ecuaciones (3.6)—(3.7) se pueden escribir en la forma

dz(t) = [c1 — B(t)ef@(t)ey(t) - u(t)efél(t)ez(t)}dt + o(t)dW, (4.2)
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dy(t) = [—ca + 6(t)e @B e®) — y(1)e= QW ¥ Ddt + o (¢)dW, (4.3)
donde
Q) =) =T, Qa(t) = Q2(t) - C . (4.4)

Para construir una funcién de Khas'minskii, utilizamos igualmente las coordenadas polares (r, ) €

10, 00[ [0, 27| para indicar los puntos (z,y) € R?\{(0,0)}, es decir, (z,y) sera representado por
T = T1COoS p, Yy = rsinp.

Vamos a elegir seis nimeros p; € [0,27], j = 1,---,6, y un nimero estrictamente positivo €, que

satisfagan las desigualdades

™ ™
Z<¢1 <¢1+5¢<*<¢2<¢2+54p<¢3:ﬂ'<¢3+5¢<

[\]

4.5)
_ _ 3T _ _ (
<ap4<cp4+5¢<<p5=?<<,05+5¢<g06<306+5¢<277

y permitan construir una curva poligonal cerrada y convexa I' trazada de la manera indicada en el
siguiente (naturalmente necesitamos mostrar que es posible elegir estos nimeros).

La curva I' se debe construir de la manera siguiente. Provisionalmente supongamos que @, j =
1,---,6, y €, que satisfacen (4.5) son dados. Se definan las semirrectas [;, j =1,--- ,6, por

_ &
lj:{(T,s@)GH(r,w)W:@j+j‘”},

y se pongan

. L v(t) . L 0(t)
ag = inf —=, a5 = inf —=. (4.6)
p(t) p(t)
Primero tracemos el segmento

— — e
Pr:{(xvy)€R2|x:]—vOéySBl}v Blztg(¢1+?¢)v

es decir, el segmento que satisface la ecuacién x = 1 y une el punto (1,0) en el eje z (positivo) y el
punto (1, B1) = (A1, B1) en la semirrecta ly.

Luego, consideremos la recta representada por la ecuacién y = B; y denotemos por (As, By) =
(A3, By) el punto de interseccién entre esta recta y la semirrecta lo. Denotemos por I'y el segmento
que une (Ay, B1) y (Ag, Ba).

Luego, consideremos la recta representada por la ecuacién —asz +y = —azAs + Ba y denotemos por
(A3, B3) el punto de interseccién entre esta recta y la semirrecta 3. Denotemos por I's el segmento
que une (A, By) y (A3, B3).

Luego, consideremos la recta representada por la ecuacién z = Az y denotemos por (As, By) =
(A4, B4) el punto de interseccién entre esta recta y la semirrecta 4. Denotemos por I'y el segmento
que une (Asz, B3) y (A4, By).

Luego, consideremos la recta representada por la ecuacién —asz —y = —as A4 — B4 v denotemos por
(As, Bs) el punto de interseccién entre esta recta y la semirrecta 5. Denotemos por I's el segmento
que une (A4, B4) y (A5, Bs).
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Luego, consideremos la recta representada por la ecuacién y = Bjs y denotemos por (Ag, Bs) =
(Ag, Bg) el punto de interseccién entre esta recta y la semirrecta lg. Denotemos por I el segmento
que une (As, Bs) y (Ag, Bg).

Provisionalmente definamos I'; como el segmento que une el punto (Ag, Bg) y el punto (1,0) v,

poniendo I'; = T'7 UT'], definamos la curva cerrada

6
r=Jr;.
j=1

Trazando los segmentos Ff, I'z, '3, I'y y I's con los valores provisionales de @, -+ , P35 ¥ €4, se observa
que, si fijamos @;, Py y Py, por ejemplo 7, = 5, By = &, @, = 4 (B3 y P5 ya estan fijados), es
posible elegir un €, suficientemente pequeiio para que se verifique
B B
0< 5 __ = <1
tg(2e, — 3)  t8(P5 + 2¢y)

Por lo tanto, se puede elegir un g tal que
_ _ _ _ € k53
Pstep <P <Pste, <2m,  t8(P+ ) =DBs5=DBe.

Con esta eleccién de pg, tendremos
(A6, Bs) = (1, Bs);

por eso, I'] que une (1,Bg) y (1,0) estard en la recta {z = 1}. Es decir, podemos concluir que es
posible elegir @, - ,Pg v €, que satisfacen (4.5) y permiten construir una curva poligonal cerrada y

convexa I' trazada con los procedimientos indicados arriba. Se observa que el origen (0,0) estd en su

interior.
Ahora definamos las regiones D;, E; (j =1,---,6) de manera siguiente:
Di={(r¢) €4, |0<9p <P 0 pgt+e, <p<2r},
Dj={(r,¢) €M(rp) |B; 1+, <9 <3, }, j=2,--.6,
Ej={(r¢) €y |?, <0<®;+e,},  j=1---,6,
donde

H(r,ga) :]0, OO[ X[O, 27‘([.

Recordando las propiedades de la curva cerrada I' mencionadas arriba, definamos la curva cerrada I'g
de manera que I'y sea de clase C2, que su interior sea un conjunto convexo y que I'y coincida con I' en
U?:1 D;. Denotemos por Int(T'g) y Ext(I'g) el interior y el exterior de I'y respectivamente. Leugo,
definamos la funcién U(z,y) en la cerradura de Ext(I'y) de la manera siguiente:

Ulw,y)=u>1, si (5, %) er, (4.7)

-, =
u u
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o sea, en las coordenadas polares (7, ¢),

Ro(p)’

donde Ry(p) es la funcién que representa I'g por la relacién

U(T, 50) =

sior>1, (4.8)

Lo = {(r,¢) €]0,00[ x[0,2[[r = Ro(p) }.
Prolonguemos la funcién U(x,y) en Int(Ty) de manera que
U(z,y) € C*(R?),  Ulz,y) >0 V(z,y) € R%. (4.9)

Ahora consideremos el operador

— g 922, Y) NCECN)
Lo(z,y) = fi(t;z,y) o + fo(t;z,y) oy + (4.10)
00(t)* + 01(t)* P*p(x,y) | o0(t)* + 02(t)® P*p(a,y) 0%¢(,y)
t t) ——————
+ 5 a2 2 02 + 00(t)oo(t) Dzoy
donde - -
filti o, p) = e — BB POy — (e @ ez, (411)
Folt; 2, y) = —co + 6(t)e Q1M — p(t)e= Wy, (4.12)
LEMA 1. La funcién V(z,y) = U(x,y)? verifica las relaciones
V(z,y) = 0o, cuando /22 + y? — oo, (4.13)
sup LV(z,y) > —o0 cuando A — 0. (4.14)

V24

Devolviendo a la siguiente seccién la demostracion del lema 1, concluimos aqui la demostraciéon del
teorema A. En efecto, segtn el teorema de Khas’minskii para la existencia de una solucién periddica
(Teorema 5.2 del Capitulo 3 de [6]), el lema 1 implica la existencia de una solucién periédica (z(t), y(t))
del sistema de ecuaciones (4.2)—(4.3). Dado que ¥ y C son constantes y Q1 (t) et Q2(t) son periédicas
(véanse (3.1), (3.2)), los procesos

E) =9(t) — Qu(t) =x(t) + T — Q1(t),  n(t) =C(t) — Qa2(t) =y(t) +{ — Qa(t)

también son periédicos y, en virtud de las relaciones entre el sistema (4.2)—(4.3), el sistema (3.6)—(3.7)
y el sistema (2.3), constituyen una solucién periédica de (2.3), lo que concluye la demostracién del

teorema. [
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5. DEMOSTRACION DEL LEMA
DEMOSTRACION DEL LEMA 1. Primero se recuerda el lema que nos permite reducir la demostracién
del lema 1 a la demostracién de las propiedades de la funcién U(z,y) mencionadas en el lema 2.

LEMA 2. Sila funcidn U(x,y) verifica las relaciones siguientes:
existe un compacto K de R? y un nidmero ex > 0 tales que (5.1)

LU(xvy) < —€K, §i (xvy) g K7
sup U(z,y) = o0, cuando A — oo, (5.2)

Vaty?zA

IM >0 tal que o(t)oo(t) oU(w,y) 0U(x,y)

ox dy
entonces la funcion V(x,y) = U(z,y)? verifica las relaciones (4.13)—(4.14).

<M Y(z,y) & R? (5.3)

Examinando la expresion de LV, se puede demostrar sin dificultad el lema 2. Para maés detalles, véase
por ejemplo [14].

Vamos a demostrar las relaciones (5.1)—(5.3). Se ve que la relacién (5.2) resulta inmediatamente de
la definicién (4.7)—(4.9) de U(z,y).

Por otra parte, recordemos que, como resulta del cdlculo del gradiente de la funcién dada en (4.8), en
Ext(T'y) tenemos

oU(x,y)  sinp dRo(yp) 4 cosy OU(x,y)  —cosp dRo(p) n sin (5.4)
Oz Ro(g)? de  Rolp)’ Ay Ro(@)? de  Ro(p) '

Dado que en (5.4) todas las funciones en ¢, por lo menos, son de clase C' y info<,<ar Ro(p) > 0, se

ve que existe una constante M; tal que
VU (z,y)| < M V(z,y) € Ext(Ty).

Ademis, dado que la cerradura de Int(Ty) es un conjunto compacto y que U(z,y) es de clase C? por

hipdétesis, esta claro que existe una constante Mj tal que

IVU(z,y)| < Mj  V(z,y) € Int(To).
Por lo tanto, se concluye que la condicién (5.3) estd verificada.

Para demostrar la relacién (5.1), ponemos

U (x,y) U (z,y)

LoU = f1(t; — t; 5.5
0 ('T7y) f1(7$,y) o +f2(7xay) ay ( )
y observemos que en D; N Ext(ly), j=1,---,6, tenemos
VU = dj en Dj N Ea:t(l“o), (56)
donde

1 0 —as — inf 40
d: , d:C s d:c =cC ﬂ(t),
O ) e
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-1 —as —inf 30 0
dy =c , ds =c =c ZON N dg = ¢ ;
4 d4<0> 5 d5<1> d5< _q 6 a6\ _4

aqui cg;, 7 = 2,---,6, son constantes estrictamente positivas. Por eso, en D; N Ext(Ty), la funcién
LoU(z,y) tiene la expresion LoU(x,y) = A;(t; 2, y),
Ni(ti,y) = e — B(t)e” 2Oev — p(t)e D Oer,
Da(t;2,y) = cas[—cz + 6(t)e D We® — y(t)eMev),
v(t') 5

Naltiey) = cas (= JnE Zeler = Be @O — (e @O0

H—ca + 6(t)e= N Wer — V(t)e_éz’(t)ey]},

M(ti,y) = e[ — e+ B(D)e @ Oel + p(t)e @ Oer],

) ot _5 _0 ©
As(t;@,y) = cas { —,Jnf M((t’)) [e1 — B(t)e=@2Wel — y(t)e= @ De?] +

+co — 6(t)e_él(t)e”’ + V(t)e_@(t)ey} ,
Xe(t;2,y) = cap [02 — cS(t)e_@l(t)e“7 + V(t)e_é"’(t)ey].
Examinemos el comportamiento de \;(¢;z,y) en Gj, j =1,---,6, donde
G1 = Ext(Ty) N (EsUDy U Ey), Gj=Ext(To)N(E;-1UD; UE;) (j=2,---,6). (5.7)

Primero, recordando que Q1 (t) es acotado (véanse (3.1), (4.4)) y teniendo en cuenta la condicién [11],

se ve que existe una constante Eél) tal que
Mt z,y) < —1 si x> fél), (z,y) € Gy. (5.8)

En G5 tenemos las desigualdades x < ﬁ, ﬁ < 1. Por eso, recordando que 6(t), él(t) y ég(t) son
acotados (véanse [I], (3.1), (3.2), (4.4)) y teniendo en cuenta la condicién [II], se ve que existe una

constante y(()z) tal que
N(bry) <-1  siy>70, (2,y) € G (5.9)

Por lo que concierne A3(t;x,y), se observa que

. V(t/) 7~2t Yy .y 67~2t6y7
(=Bl ) (OO 206) )0 =

e ) v _Gae)
_ _ <0.
50)(, nt, () 5@))6 =0
Por otra parte, en virtud de la condicién [IV], tenemos
v(t') _ -3
— OSIEST WC1 — Cy = —¢€ < 0.

Por lo tanto, teniendo en cuenta la relacién

: v(t') —0.(t) x
(OSIEfST Mu(t) + 5(t))e e’ =0, cuando x — —o0,
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se ve que existe un numero (negativo) T ( ) tal que

1G]
As3(t;x,y) < Tedst siox < x( )

2 ($7y) e G3‘

En G4 tenemos e¥ < 1. Por eso la definicién de Q(t) (véanse (4.4) y (4.1)) implica que

B(t)eiéz(t)ey < %1 en Gy.

(5.10)

Por lo tanto, recordando que ¢; > 0 (véase [III]) y u(t)e‘él(t)e‘” — 0 cuando z — —o0, podemos

elegir un nimero (negativo) E((;l) tal que

Aty z,y) < # si < T(()4), (z,y) € Gy.

Por lo que concierne A5(t; z,y), se observa que

!
inf 8(t')
0<t'<T p(t)

N

Por otra parte, la segunda desigualdad de [IV] implica que

/

c1+ ¢ 73(5) < 0.

_ g )
ogltr}gT wu(t)

Por lo tanto, teniendo en cuenta la relacién

inf
(oglggT w(th)
se ve que existe un nimero (negativo) 7, 7t tal que

_cdsg(5) & )

As(t;x,y) < 5 si y<yy , (v,y)€qs.

Al final, observamos que la definicién de Q1 (t) (véanse (4.4) y (4.1)) implica

6(15)67@1@)6&3 > 2co si x>0.

, ]
) g(t) + 1))@ Wer 50, cuando y — o0,

(5.11)

(5.12)

Dado que V(t)e*@(‘f)ey — 0 cuando y — —oo, podemos elegir un nimero (negativo) g ( ) tal que

Xe(t;z,y) < # si y < y(ﬁ) (z,y) € Gg.

(5.13)

De las relaciones (5.8)—(5.13) se deduce que existen un compacto K, de R? y una constante £ > 0

tales que

De (5.14) inmediatamente resulta que

6
LoU(xz,y) < —¢ € (| Dj) N Eat(To)\KL,.

Jj=1

ol

(5.14)

(5.15)



En E; N Ext(Ty), expresemos VU(z,y) en la forma ad; +bd; (j' =j+1sij=1,---,5, 7 =1si

j =6) (d; son dados en (5.6)). Con eso podemos expresar LoU(x,y) en la forma
LOU(a:,y)Za)\](t,x,y)—i—b)\]/(t,x,y), .]/:.7_'_1 SI.]:17757 .7/21 31]:6

Por otro lado, la convexidad del interno de I'y, junta a la pequeiiez de €., exige que a + b esté cerca

de 1, en particular

1
b> —.
a+0 2 5
Por eso, de (5.14) deducimos que
LoU(z,y) < —g V(z,y) € Ext(To)\KL,. (5.16)
Para concluir, observemos que
0? 0? 0?

cuando /z2 + y? — oo, como resulta del cdlculo explicito (véase (4.8); véase también (5.4)). Recor-
dando la definicién de L y la de Lo (véanse (4.10) y (5.5)), de (5.16) y (5.17) deducimos que existe

un compacto Ky, tal que

LU(zy) < -5 Vo) € R\K, (5.18)

lo que comprueba la relacién (5.1).

Dado que las condiciones (5.1)-(5.3) se cumplen, del lema 2 se deduce el lema 1. O

RECEIVED: FEBRUARY, 2018.
REVISED: JANUARY, 2019.
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